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RÉSUMÉ. On donne les premiers éléments pour l'étude des propriétés ergodiques d'une 
fraction rationnelle à coefficients dans un corps algébriquement clos et complet pour 
une norme non archimédienne. En particulier, pour une telle fraction rationnelle R on 
montre l'existence d'une mesure naturelle pu représentant la distribution asymptotique 
des préimages itérées de chaque point non exceptionnel de R. On montre que cette me- 
sure est (exponentiellement) mélangeante, et qu'elle satisfait au théorème limite central. 
De plus, on donne une estimation de l'entropie métrique de cette mesure, et de l'entro- 
pie topologique de R, qui permettent de caractériser les fractions rationnelles d'entropie 
topologique nulle. 

ABSTRACT. We make the first steps towards an understanding of the ergodic properties 
of a rational map defined over a complète algebraically closed non-archimedean field. 
For such a rational map R, we construct a natural invariant probability measure pu 
which reprensents the asymptotic distribution of preimages of non-exceptional point. 
We show that this measure is exponentially mixing, and satisfies the central limit theo- 
rem. We prove some gênerai bounds on the metric entropy of pu, and on the topological 
entropy of R. We finally prove that rational maps with vanishing topological entropy 
have potential good réduction. 



Table des matières 

1 . Introduction 2 

2. Généralités |7 

3. La mesure d'équilibre 20 

4. Entropie 29 

5. Exemples 33 
Références 40 



Date: 10 juillet 2009. 

2000 Mathematics Subject Classification. Primary : 37F 10, Secondary : 11S85, 37E25. 

Les deux auteurs ont été financé partiellement par le projet ECOS-Sud No. C07E01, ainsi que par le projet 

ANR-Berko. 

t Remercie chaleureusement le project FONDECYT N 7050221 de la CONICYT, Chile, qui a permis son 
séjour à l'Universidad Catôlica del Norte. 

X Partiellement soutenu par les projets FONDECYT N 1040683 et Research Network on Low Dimensional 
Dynamics, PBCT ACT-17, de la CONICYT, Chile, et par le project MeceSup UCN 0202. 

1 



2 



CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER 



1. Introduction 

Cet article est dédié à l'étude des propriétés ergodiques d'une fraction rationnelle à 
coefficients dans un corps K algébriquement clos et complet par rapport à une norme 
ultramétrique | • |. Plus précisément, on étudie l'action d'une telle fraction rationnelle 
sur l'espace analytique de Berkovich P^, associé à la droite projective ¥ l K . Cet article 
précise et complète la note [FRT|. 

La dynamique des fractions rationnelles à coefficients dans un corps ultramétrique 
apparaît naturellement dans plusieurs contextes. Un travail récent de Kiwi [K] relie l'es- 
pace des modules des polynômes cubiques complexes à la dynamique de certaines frac- 
tions rationnelles sur le corps ultramétrique des séries de Puiseux. Une deuxième source 
d'exemples provient de questions arithmétiques. A une fraction rationnelle R à coeffi- 
cients algébriques sur Q est associée une fonction réelle sur une clôture algébrique Q 
de Q, appelée hauteur dynamique. On montre que cette hauteur est complètement déter- 
minée par la dynamique de R en chacune des complétions de Q, y compris les com- 
plétions p-adiques de ce corps, pour chaque nombre premier p. On est donc naturelle- 
ment amené à regarder l'action de R sur ces corps non archimédiens. Nous renvoyons 
à IBenl IBHl IBRU ICLl ICLT1 IFR21 ISTI pour une analyse de ces hauteurs s'appuyant sur 
la dynamique des fractions rationnelles à coefficients dans un corps ultramétrique. On 
pourra consulter le livre récent de Silverman [Sil2] pour d'autres exemples et références. 

Dans cet article, on s'intéresse principalement aux propriétés ergodiques d'une frac- 
tion rationnelle agissant sur l'espace analytique de Berkovich associé à ¥ l K , voir 
HBerlI . ou [;BR2l IE1 |R61 pour une approche élémentaire. Dans le cas complexe l'entro- 
pie topologique est égale au logarithme du degré de la fraction rationnelle, et il existe 
une unique mesure d'entropie maximale liGrl |Lj] Man]. De plus cette mesure possède 
des propriétés remarquables d'équidistribution : elle décrit la distribution asymptotique 
des préimages itérées d'un point non exceptionnel, ainsi que la distribution asymptotique 
des points périodiques llBl^lTol lFLM, Lj]. Le développement récent d'une théorie du po- 
tentiel dans un cadre non archimédien IIBR21 iFJl IThL analogue à la théorie du potentiel 
complexe, a permis la construction d'une mesure analogue lorsque le corps de base est 
ultramétrique. Notre but est ici de décrire les propriétés générales de cette mesure, et 
d'en tirer quelques conclusions sur l'entropie topologique des fractions rationnelles en 
question. 

1.1. Dynamique sur la droite projective de Berkovich. Dans toute la suite, {K, \ ■ \) 
désigne un corps métrisé non archimédien, que l'on suppose complet et algébriquement 
clos. Pour la plupart des résultats, nous ne ferons aucune hypothèse sur la caractéristique 
de K, ni sur la caractéristique résiduelle de K. 

L'espace projectif standard P^ muni de la métrique sphérique est tout à la fois tota- 
lement discontinu et non localement compact. Ces deux faits cumulés rendent délicate 
toute théorie de la mesure, et plus généralement toute analyse sur P^. C'est pour cette 
raison qu'il est plus naturel de considérer l'action des fractions rationnelles sur la droite 
projective de Berkovich P l K . Cet espace peut être construit de plusieurs manières dif- 
férentes. Il s'identifie par exemple à l'arbre réel obtenu par complétion de l'espace des 
boules de K, par rapport à une métrique adéquate. On a un plongement naturel de P^ 
dans P\, associant h £ P^ la boule de centre z et de rayon nul. On notera Mk le 
complémentaire de P^ dans P^. L'espace P^ possède deux topologies naturelles : une 
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Un ouvert pour la topologie 
compacte : le bord est fini 
. et constitué de deux pts. 



4. 
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Une boule ouverte pour la métrique 
^sphérique. Le bord est de cardinal 
infini. 



FlG. 1. Deux topologies sur un arbre 



métrisable provenant de la métrique sphérique, qui n'est pas localement compacte, et 
une autre plus grossière et compacte, qui n'est pas métrisable en général, voir Figure [j] 
Cette dernière topologie est adaptée pour la théorie de la mesure. 

L'action d'une fraction rationnelle R sur s'étend de façon naturelle en une action 
continue sur P^. En particulier, à chaque point S de P^- on peut associer de façon 
naturelle un degré local deg R (S), qui coïncide avec le degré local usuel lorsque S G 
Pjf. De façon analogue au cas complexe, lorsque R est de degré au moins deux on 
décompose P l K en deux ensembles disjoints et totalement invariants : l'ensemble de 
Fatou Fr, et l'ensemble de Julia Jr. Le premier est l'ouvert des points où la dynamique 
est « régulière » ; le second est un compact sur lequel la dynamique est « chaotique » , 
voir HR21IR71 . 

1.2. La mesure d'équilibre et ses propriétés d'équidistribution. Pour chaque S G 
Pj£ on note [S] la masse de Dirac en S. Chaque fraction rationnelle R induit une action 
continue R* sur les mesures boréliennes et positives, telle que pour chaque S G P l K , 
on ait 

R*[S}= £ deg R (S')[S'] . 
s'e-R- 1 (S) 

Voir £|2.2l pour plus de précisions. 

Rappelons qu'un point z G P^ est exceptionnel pour R si l'ensemble de ses préimages 
itérées est fini. Une fraction rationnelle admet au plus deux points exceptionnels, sauf 
dans le cas où la caractéristique de K est strictement positive et R est conjuguée à un 
itéré de l'automorphisme de Frobenius. Dans ce dernier cas l'ensemble exceptionnel est 
infini dénombrable. 

Théorème A. Soit R une fraction rationnelle à coefficients dans K et de degré au 
moins 2. Alors il existe une mesure de probabilité pr définie sur P l K , telle que pour 
toute mesure de probabilité p définie sur P l K , on ait convergence 



lim deg(R)- n R n *p = p R , 

n—f+oo 



(1.1) 
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si et seulement si p ne charge pas l'ensemble exceptionnel de R. En particulier la me- 
sure pr est caractérisée comme l'unique mesure de probabilité p ne chargeant pas l'en- 
semble exceptionnel et telle que R* p = deg(R)p. 

De plus, la mesure pr est mélangeante, ne charge aucun point de et son support 
topologique est égal à l'ensemble de Julia de R. 

On appellera pr la mesure d'équilibre de R. Nous donnerons une version quantitative 
du fait que pr ne charge pas les points de P^- en estimant la masse des boules en fonction 
de leur diamètre, voir la Proposition 13.31 Par contre, cette mesure peut charger un point 
de Mk = P]^ \ P)f, voir le Théorème |E]ci-dessous. 

On montrera que la mesure d'équilibre est exponentiellement mélangeante et satisfait 
au théorème limite central par rapport aux observables de classe C 1 , voir les Propo- 
sitions 13.51 et 13.61 du £13.31 Dans le cas complexe le mélange exponentiel a été montré 
dans iflFS 1 , FS2, H], et le théorème limite central dans [DPU]. On utilise ici les méthodes 
de la théorie du potentiel développées dans lICLBl |PS3l IFSÏI lFS2ll . 

Lorsque la mesure p = [S] est la masse de Dirac située en un point non exceptionnel S 
dans P\, pour tout entier positif n on a, 

R n *[S]= £ deg R 4S')[S'] . 

s'eR- n (s) 

Le Théorème E] montre alors que la mesure pr décrit la distribution asymptotique des 
préimages itérées de tout point non exceptionnel. Dans le cas arithmétique cette pro- 
priété est une conséquence de l'équidistribution des points de petite hauteur montrée 
dans HBR1IICL1IFR3I . et on a de plus des estimations quantitatives de la convergence HFR3II . 
La propriété analogue dans le cas complexe a été montrée dans lBrllFLMl[Lj|. 



Dans le cas complexe la mesure d'équilibre décrit la distribution asymptotique de 
suites plus générales de points, voir JO et aussi iTToTl . Lorsque le corps de base K est de 



caractéristique nulle, nous obtenons l'analogue non archimédien. 

Théorème B. Supposons que la caratéristique du corps K soit nulle, et soit R une 
fraction rationnelle à coefficients dans K de degré au moins 2. Pour toute fraction ra- 
tionnelle non constante S G K{z) et pour tout entier n > tel que R n ^ S, notons 
[R n = S] la mesure supportée sur V ensemble fini {z £ P^, R n (z) = S(z)}, et dont la 
masse en z est égal à la multiplicité de z comme solution de R n = S. Alors, on a 

lim deg(R)- n [R n = S] = p R . (1.2) 

n— >+oo 

Lorsque S(z) = z la mesure [R n = S] est supportée sur les points périodiques de 
période n dans P^, chargeant chaque point selon sa multiplicité comme point périodique. 
Le Théorème |B] montre alors que la mesure pr décrit la distribution asymptotique des 
points périodiques dans P^. Lorsque le corps de base est de caractéristique p > 0, cette 
dernière propriété n'est pas vérifiée en général. Par exemple, si l'on pose Pq(z) = z+z p , 

alors pour tout entier positif n on a Pq (z) = z + z pP , d'où [Pq = S] = p^" [0] + [oo] 
et p~ p "[Pq = S] —> [0] lorsque n — > +oo. Or la mesure pp ne charge pas par 
le Théorème El II serait intéressant de décrire toutes les fractions rationnelles R et S 
pour lesquelles deg(R)~ n [R n = S] ne converge pas vers la mesure d'équilibre lorsque 

n — > +oo. 
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Notons que pour S{z) = z seuls les points périodiques dans P^ interviennent dans (11.21 ) 
En réalité, l'équation (11.2b ne peut être valide si l'on prend en compte tous les points 
périodiques de R dans P l K , car en général R en admet une infinité non dénombrable 
(c'est le cas si K est de caractéristique mixte et R admet un point périodique indifférent, 
voir IIR31 Proposition 5.8]). On peut cependant formuler la question suivante. 



Question 1. Les points périodiques répulsifs sont-ils équidistribués asymptotiquement 
par rapport à la mesure d'équilibre ? 



Enfin dans le cas où R est définie sur un corps de nombres, Szpiro-Tucker [ST] ont 
démontré une version plus forte de (11.2b qui permet entre autres d'estimer l'exposant de 
Lyapunov de R par rapport à la mesure p^ : 

àeg(R)- n Y. lo § \ R '\( Z ) -> / lo § \ R '\ d PR ■ 

ze¥\-, R n (z)=z 

1.3. Entropie. Pour étudier l'entropie topologique nous introduisons le nombre 

deg top (iî) := m a x{#(R-\z)), z G P^} , 

qu'on appellera le degré topologique de R. Lorsque la caractéristique de K est nulle, cet 
entier est égal à deg(-R). Lorsque la caractéristique de K est p > 1, alors on peut écrire R 
de façon unique comme R(z) = Q{z q ), où Q est une fraction rationnelle séparable et 
q > 1 est une puissance de p. Dans ce cas on a degt op (-R) = deg(Q). Dans tous les cas 
deg(i?)/deg top (-R) est un entier, égal au degré local de R en chaque point de P^, avec 
un nombre fini d'exceptions. 

Dans le cas complexe, l'entropie topologique d'une fraction rationnelle est égale au 
logarithme de son degré, et il existe une unique mesure d'entropie maximale MGrl |Lj 



Man]. La situation dans le cas non archimédien est nettement plus compliquée. Par 
exemple, pour chaque entier d > 5 et chaque a G K satisfaisant \a\ G (0, 1), la fraction 
rationnelle 

yd-2 

Ro(z) 



1 + {az)° 
satisfait, 



< h PRQ (Rq) < h top (Rq) = log 2 < log d = log deg top (i? ) , (1.3) 
où h PRo (Rq) est l'entropie métrique de la mesure pn , et /i top {Rq) est l'entropie topo- 



logique de Rq. Et ceci reste même valable dans un voisinage ouvert de Rq dans l'espace 
des fractions rationnelles de degré d, voir £)5.2| 



Théorème C. Soit R une fraction rationnelle à coefficients dans K et de degré au moins 
deux. Alors on a 

hto P {R) = htop {R\j r ), et0< h PR {R) < htop {R) < logdeg top (iî) . (1.4) 

Nous donnerons aussi une estimation de l'entropie métrique de la mesure d'équilibre 
en termes de la fonction degré local. Pour cela on définit le degré moyen de R par 



deg {R) := exp 



p 1 



log deg R {S) dp R {S) 



6 



CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER 



Théorème D. On a 



h PR {R) > log 



( 



deg(R) 



) 



(1.5) 



Si de plus pu ne charge pas Mjc, alors on a 



h PR {R) = htap (R) = logdeg to p(-R) > . 



On obtient l'estimation (11.51 ) comme une conséquence de la formule de Rokhlin, et par 
conséquent l'égalité est équivalente à l'existence d'une partition génératrice d'entropie 
finie associée à R, voir llPl IPUI . Dans la Section 1531 nous décrirons un exemple où R 
n'est pas localement injective sur un sous-ensemble non dénombrable de son ensemble 
de Julia, ce qui rend extrêmement délicat la construction d'une telle partition. Malgré 
cela, nous posons la question suivante. 

Question 2. Pour toute fraction rationnelle, a-t'on égalité dans (11.51 ) ? 

On verra sur des exemples que les difficultés dans les calculs d'entropie sont toutes 
liées au fait que la fraction rationnelle n'est pas séparable ou possède une réduction non 
séparable. Lorsque ces phénomènes sont absents (par exemple lorsque la caractéristique 
résiduelle est nulle), il est possible de faire une analyse plus fine, de préciser le Théorè- 
me0 et de répondre par l'affirmative à la question précédente. Cette étude sera détaillée 
dans IFR31 . 

L'estimation (11.51 ) permet aussi de caractériser les fractions rationnelles d'entropie 
topologique nulle. Rappelons qu'une fraction rationnelle R := P/Q avec P, Q G K[z] 
a bonne réduction si les réductions P, Q de P et Q dans le corps résiduel de K sont non 
nulles, et si la fraction P/Q a même degré que R. 

Théorème E. Les assertions suivantes sont équivalentes : 



(3) il existe une coordonnée dans laquelle R a bonne réduction ; 

\K* I 

(4) la mesure pu est la masse de Dirac située en un point de W K 1 ; 

(5) la mesure pu charge un point de P^- . 

L'ensemble M K est défini au g2]et est constitué des points de branchements de 
l'arbre réel P l K . 

Mentionnons tout de suite le résultat suivant que nous généraliserons dans [FR3 ]. Une 
fraction rationnelle est dite modérée si le sous-ensemble {deg^j > 2} de P^ est inclus 
dans un arbre fini. Par exemple, lorsque la caractéristique résiduelle de K est nulle, toute 
fraction rationnelle est modérée. Les Théorèmes [D] et El et le fait que pour un polynôme 
modéré l'intersection de l'ensemble de Julia avec {àeg R > 2} est finie, impliquent le 
résultat suivant. 

Corollaire F. Soit P un polynôme modéré qui ne soit pas conjugué à un polynôme ayant 
bonne réduction. Alors h PR (R) = ht op (R) = logdeg t0 p(-R)- 



(1) h top {R) = 0; 

(2) h PR (R) = 0; 
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1.4. Plan. Nous commençons en £]2.1l par rappeler la définition de l'espace projectif au 
sens de Berkovich et nous y décrivons rapidement sa géométrie. Au £ 12.21 nous donnons 
les propriétés principales de l'action d'une fraction rationnelle sur cet espace, et au £J2.3I 
nous rappelons les définitions des ensembles de Fatou et Julia, ainsi que certaines pro- 
priétés qui nous seront utiles par la suite. Nous indiquons alors comment construire une 
théorie du potentiel sur P l K adaptée à nos besoins ( £|2.4I ). 

La Section [3] contient la construction de la mesure d'équilibre ( £13.11 ). ainsi que la 
preuve du Théorème IÀ1 §3 . 2 1 et du Théorème 151 §3.41 Nous montrons aussi les propriétés 
de mélange de la mesure d'équilibre ( £]3.3I ). 

Nous attaquons les problèmes d'entropie au $4] On commence par quelques générali- 
tés sur l'entropie topologique dans les espaces compacts non métrisables £]4.1I puis nous 
donnons la preuve du Théorème O §4.2[ et les preuves des Théorèmes O et |E] et du 
Corollaire 

Nous concluons cet article en explicitant quatre exemples qui nous semblent ca- 
ractéristiques en $5] 

1.5. Remerciements : nous tenons à remercier les deux rapporteurs pour leur lecture 
extrêmement détaillée du papier et leurs suggestions pour en améliorer la rédaction. 

2. GÉNÉRALITÉS 

Cette partie contient un certain nombre de résultats et de faits sur la géométrie de la 
droite projective sur un corps normé non archimédien, ainsi que sur les propriétés de 
base des fractions rationnelles. 

Dans le reste de cet article on fixe un corps algébriquement clos K, muni d'une norme 
non archimédienne | • | pour laquelle il est complet. On note Ok '■= {z G K, \z\ < 1} 
l'anneau des entiers de K, et := {z G K,\z\ < 1} son unique idéal maximal. Le 
corps résiduel sera noté K := Ok/vXk, c'est un corps algébriquement clos. 

Rappelons qu'une semi-norme multiplicative sur un anneau commutatif R muni d'une 
unité est une fonction | • | : R — » M + telle que |1| = 1, \ab\ = \a\ ■ \b\, et \a + b\ < 
max{|a|, \b\} pour tout a,b G R. Si {a, \a\ = 0} est réduit à {0} alors | - | est une norme 
non-archimédienne sur R. 

2.1. La droite projective au sens de Berkovich. Nous renvoyons à MBR2i rBerl l pour 
plus d'informations. 

Soit l'espace de toutes les semi-normes multiplicatives définies sur K[z], dont la 
restriction à K est égale à | • |. On note de plus la fonction définie sur K[z], qui 
est constante égale à oo sur tous les polynômes non constants de K, et telle que pour 
chaque polynôme constant P = a on ait Soo(P) = \a\. On pose = U {Soo} et 
on munit P^- de la topologie la moins fine telle que pour chaque P G K[z] la fonction 
S i — ^ 5(P) soit continue. L'espace P l K est alors compact et séquentiellement compact. 
On l'appelle espace analytique de Berkovich associé à P^. 

Chaque point z G K induit une semi-norme, qu'on notera aussi par z, définie par 
z(P) = \P(z)\. On obtient ainsi un homéomorphisme de ¥ l K = K U {oo} sur son 
image. Dans la suite, on identifiera avec son image dans P l K . 

À chaque boule B = {\z — zq\ < r} de K correspond la semi-norme Sb dans A^, 
définie par Sb(P) = sup B |-P(z)l- Pl us généralement, toute suite décroissante {i?j}j>o 
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de boules de K induit une semi-norme P i— > limi_ >00 c?B i (P). Réciproquement, toute 
semi-norme dans A^- est de cette forme et les points de P l K se rangent donc dans l'une 
des quatre catégories suivantes (voir par exemple BBerll p. 18]) : 

i) les points de P^ ; 

ii) les points rationnels, de la forme Sb, avec B = {\z — a\ < r} et r G \K*\ ; 

iii) les points irrationnels, de la forme Sb, avec B = {\z — a\ < r} et r g" \K*\ ; 

iv) les points singuliers, associés à une suite décroissante de boules de K dont l'in- 
tersection est vide. 

Notons que tous les points de type (ii), (iii) et (iv) sont des normes qui s'étendent à K{z), 
alors que la semi-norme \ ■ \ ZQ associée à un point zq G P^ vérifie | z — zq \ ZQ = 0. On 

notera par H.k l'ensemble \ P^, par ' le sous-ensemble de Mk des points ra- 
tionnels de , et par le complémentaire dans Mk de l'ensemble de ses points sin- 
guliers. On appelle point canoniqu$\ la norme associée à la boule unité {z G K, \z\ < 1} 
et on le note 5 can . Etant donné un point rationnel ou irrationnel S, on désigne par B$ la 
boule de K correspondante. Elle coïncide avec l'intersection avec K du complémentaire 
dans de la composante connexe non bornée de A^ \ S. Lorsque z G K on pose 
B z = {z}, et si z = oo, on note B^ = K. 

Chaque fraction rationnelle R G K(z) agit sur P^ \ P^. Un point S dans cet espace 
est en effet une norme sur K[z], et donc induit une norme sur le corps des fractions K(z). 
On définit alors R(S) comme la norme vérifiant R(S)(P) := S(P o R). Cette action 
s'étend continûment en une action de R sur P^ qui coïncide avec l'action naturelle de 
R sur F l K . 

Structure d'arbre. C'est un fait fondamental que P^ possède une structure d'arbre réel, 
que nous allons maintenant décrire brièvement. Considérons l'ordre partiel < défini sur 
l'espace P^- par S < S' si et seulement si pour tout P G K[z] on a S(P) < S'(P). 
Lorsque S et S' sont non singuliers, on a S < S' si et seulement si B$ C Bgi. On vérifie 
que le point Sqo est l'unique élément maximal de P^ et que l'ensemble des éléments 
minimaux coïncide avec l'union de K et des points singuliers. 
Etant donnés S et S' dans P l K , on définit S V S' G P X K par 

(S V S')(P) = inf{5(P), S G P l K , S < S, S' < S}. 

On vérifie qu'on a S V S 1 = S si et seulement si S' < S et que S V S' = si et 
seulement si S ou S' est égale à S^. Lorsque S et S' sont des points non singuliers dans 
A^, le point S V S' est la semi-norme associée à la plus petite boule de K qui contient 
B s etB s >. 

L'ordre partiel < définit alors une structure d'arbre dans A^ (resp. P^) au sens sui- 
vant. Pour chaque paire de points distincts S et S', l'ensemble 

[S, S'} = {S, S < S < S V S' ou S' < S < S V S'}. 

est l'unique arc topologique dans A^ (resp. P^-) ayant S et S' comme extrémités. Un 
ensemble de la forme [5,5'] est appelé segment. On dira qu'un point S est entre les 
points S' et S" lorsque S G [S', S"}. Dans ce cas on a [S', S"} = [S', S] U [S, S"]. 



aussi appelé point de Gauss, voir |BR2| 
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Notons que pour chaque triplet de points S, S' et S" il existe un unique point qui est 
entre S et S', entre S' et S" et entre S" et S. 

Métrique sphérique. Diverses fonctions définies sur K s'étendent de manière naturelle à 
A^. Ceci permet de définir une métrique sur étendant la métrique sphérique de P^-. 

Commençons par définir les fonctions | • | et diam : — ► [0, +00). Pour zq G K on 
pose P Zo (z) = z — zq G K[z]. Alors, 

\S\ = S(P Q ) et diam(S) = inf S(P Z ) . 

Lorsque S est un point non singulier de A^, on a 

|<S| = sup|z| et diam(iS) = diam^s) . 

B S 

En particulier, la restriction de | • | à K coïncide avec la norme de K. La fonction | • | 
s'annule uniquement au point 0. Pour tout S G A^, on a \S\ > diam(5) et diam(5) = 
si et seulement si S G K. Enfin, la fonction | • | est continue et s'étend continûment à P^ 
en posant |oo| = +00. 

A l'aide des fonctions précédentes, on définit maintenant : 

sup{cS,5'} = diam(5 V5') , pour S, S' G P l K . 

Lorsque S et S' sont des points non singuliers de A^ , on a 

sup{5,5'} = sup{|z — z'\, z G E>s,z G B$/} , 

et en particulier pour tous z, z' S if on a sup{z, z'} = \z — z'\. On vérifie aisément que 

sup{-, 0} = | • | et sup{-, S C an} = max{l, | • |} . 

La métrique sphériqueB d P i_ sur W l K est définie, pour z,w G K, par 

2\z-w\ 

d P i [z,w) = — — t— — — , 

K maxjl, \z\\ x maxjl, \w\\ 

et d P i^ {z, 00) = 2max{l, |z|} . On étend naturellement cette métrique à P l K en po- 
sant, pour S, S' G AL 



2sup{5,5'} diam(5) diam(5') 



max{l, \S\} x max{l, max{l,|5|} 2 max{l, |5'|} 2 

et d P i (5,oo) = 2max{l, On vérifie que cette métrique est compatible avec 

K 

la structure d'arbre de P^- au sens que pour tous S, S', S" G P^ on a d P i^ {S, S') = 
d P i^ (5, S")+d P i (S" , S') si et seulement si S" G [S, S']. L'espace métrique (P^, d P i ) 
est complet, mais il n'est pas localement compact. En particulier la topologie sur Pj^ 
induite par cette distance ne coïncide pas avec la topologie introduite précédemment. 
Elle ne jouera pas de rôle dans la suite. 

Introduisons maintenant quelques notations. Une boule ouverte (resp. fermée) de fk l K 
est un ensemble de la forme {S G P]^,sup{5,a} < r} (resp. {S G P^supjcSja} < 



1 A \ 

aussi appelée « small model metrics » dans [BR2| 
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r}), où a G K et r > 0. On notera B(z, r) (resp. B(z, r)) ces ensembles. Leurs intersec- 
tions avec K seront notées 

B(z, r) = B(z, r) n K, B(z, r) = B(z, r) n K. 

Une boule ouverte (resp. fermée) de est une boule ouverte (resp. fermée) de A K 
ou le complémentaire dans P^ d'une boule fermée (resp. ouverte) de A^-. Il est facile 
de voir que toute boule de P^ est connexe. 

Un affinoïde (resp. ouvert fondamental) est une réunion finie d'intersections finies 
(non vides) de boules fermés (resp. ouvertes). Un ouvert fondamental U possède un 
nombre fini de points dans son bord. Notons enfin que les boules ouvertes (resp. les 
ouverts fondamentaux) de Pj^ forment une sous-base (resp. base) de la topologie de P l K . 

L'espace hyperbolique Mk- Rappelons que Mk = P K \ P K . C'est un ensemble conne- 
xe, donc un sous-arbre de P l K . La fonction^ de K définie par 

dgi K (S,S ) = 21ogsup{iS,5'} — logdiam(5) — logdiam(<S') , 

est une distance sur Mk- Lorsque S < S' on a d^ K (S,S') = log (diam(<S')/diam(<S)). 
L'espace métrique (H/<,de /f ) est complet et la métrique est à nouveau compatible 
avec la structure d'arbre de Mk- Notons de plus que d^ K est invariante par l'action 
du groupe PGL(2, K) des automorphismes de F K . De ce fait, on déduit que (Mk, dn K ) 
est isométrique à l'arbre réel de PGL(2, K) décrit dans HO, voir HR3L §7.2]. Enfin pour 
pour chaque S G Mk on a 

d UK (S,S can ) = -logdpjXS.Pk) . (2.1) 

Fixons un point base So G Mk- Le produit de Gromov est la fonction 

(•>•>* ^ Pk x Pk-[0,+oo] 

définie comme suit. Étant donnés S, S' G P^-, notons S" l'unique point de P^ qui est 
entre S et S', entre S et So et entre S' et <Sq. On pose alors 

{S ' S)s °-\+oo siS"GP},. 

On vérifie facilement que (S, S')s = +oo si et seulement si S = S' G P K ; et que 
(S,S')s = si et seulement si So G [5,5']. En particulier, pour tout S G P^ on a 
(S, So)s = 0. En général, on a (S, S')s < de A , (S, So), avec égalité si et seulement si 
S€[S',So\. 

2.2. Fractions rationnelles. Fixons une fraction rationnelle non constante R à coeffi- 
cients dans K. On vérifie que l'image de tout ouvert fondamental est encore un ouvert 
fondamental. Une preuve est donnée dans IIR21 Proposition 2.6]. 



3 aussi appelée « big model metrics »dans IBR2I 
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Degré topologique. Le degré topologique degt op (-R) de R est par définition l'entier 

deg top (E) := max#( J R- 1 (cS)) . 

Lorsque la caractéristique de K est nulle, cet entier est égal à deg(iî). Lorsque la ca- 
ractéristique de K est p > 1, on peut alors écrire R de façon unique comme R(z) = 
Q(z q ), où Q est une fraction rationnelle séparable et q > 1 est une puissance de p. Dans 
ce cas on a deg top (-R) = deg(Q). Notons que dans tous les cas deg top (-R) divise deg(iî). 

On vérifie de plus que lorsque deg(R) > 1, on a deg top (-R) = 1 si et seulement si la 
caractéristique de K est p > 1, et R est conjuguée à un itéré de l'automorphisme de Fro- 
benius, c'est-à-dire R(z) = z q avec q est une puissance de p pour un choix convenable 
de coordonnées. 

Degré local. On définit le degré local de R en un point zq G P^ comme suit. Quitte à 
faire un changement de coordonnées, on peut supposer que oo ^ {zo, R(zq)}. Dans ce 
cas, on écrit R(zq + h) = R(zq) + ah k + 0(h k+1 ) avec a / 0, et on pose deg R (zo) := 
k. C'est un nombre entier strictement positif. On vérifie facilement que deg RoR , = 
deg R oR' x deg R , pour tout couple R, R' G K{z), et donc que le degré local ne 
dépend pas des choix de coordonnées. On vérifie aussi que pour tout z G ¥ l K on a 
Y1r(w)=z ( ^ e ëiï( u; ) = deg(-R). On vérifie sans difficulté que le degré local de R en 
chaque point de est égal à l'entier deg(i?)/deg top (^), avec au plus un nombre fini 
d'exceptions. 

La proposition suivante permet d'étendre la définition du degré local à P^. Une 
définition géométrique est donnée en IIR21 §2]. On donne ici une approche plus algébrique 
qui a l'avantage de se généraliser en toute dimension. 

Proposition-Définition 2.1. La fonction degré local deg R s'étend de manière unique en 
une fonction définie sur P l K et à valeurs dans les entiers strictement positifs, vérifiant la 
propriété suivante : 

(*) pour tout ouvert fondamental V, toute composante connexe U de R~ l {V) et tout 
Sq G V, l'entier 

R(S)=s ,seu 
est indépendant du choix du point Sq G V. 

On en déduit facilement le résultat suivant : 

Proposition 2.2. La fonction deg R est semi-continue supérieurement et prend ses va- 
leurs dans [deg(R)/ deg t0 p(R), • • • , deg(iî)]. De plus, pour tout S G on a, 

#( J R- 1 (5)) < deg top (R) , et £ deg R (S') = deg(R) . (2.2) 

R(S')=S 

Enfin, pour tout couple de fractions rationnelles R, R' non nulles, on a deg RoR i = 
deg R oR' x deg Rl . 

Lorsque S est un point rationnel de P^, on peut calculer deg^(5) de la manière 
suivante. Quitte à faire un changement de coordonnées à la source et au but, on peut 
supposer que S = R(S) = S can . Ce qui signifie que l'on peut écrire R = P/Q avec 
deux polynômes P,Q G On [z] dont les réduction P, Q sont non nulles, et telles que la 
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fraction rationnelle R := P/Q soit non constante. Le degré local en 5 can est alors le 
degré de R. 

Démonstration de la Proposition-Définition |Z71 Notons tout d'abord que est 
un ensemble fini de cardinal < d pour tout S G P\. Pour S G P^, c'est clair. Sinon 
S G M.k définit une norme sur K(z), et donc sur le sous-corps R*K(z) := {0 o R, G 
K(z)} de if (2). Le corps K(z) est une extension finie de degré au plus d de R*K{z). 
Donc 5|^*x( 2 ) admet au plus d extensions à K(z), voir IZSI . Ceci est exactement dire 
que S possède au plus d préimages. 

On montre maintenant facilement l'unicité de la fonction àeg R . Soit S G P^- et 
fixons U un ouvert fondamental contenant S, tel que R : U — > R(U) soit propre et 
R^ 1 {R(S)} nU = {S}. Un tel ouvert existe toujours car R(S) admet un nombre fini 
de préimages. On applique maintenant la relation (*) pour tout point zq G R(U) n P^ , 
et l'on obtient deg R (S) = J2 z eu R(z)=z degji(z), ce qui détermine deg R de manière 
unique. 

Pour tout z G P l K , notons O z l'anneau des germes de fonctions analytiques en z, et 
m 2 l'idéal des fonctions qui s'annulent en z. Lorsque z G T K , O z est un anneau local 
d'idéal maximal m z ; sinon O z est un corps et m z = (0). Dans tous les cas, on note k(z) 
le corps O z /m z . 

L'application analytique R est finie MBer21 3.1.10], donc pour tout z G P^ l'anneau 
O z est un module de type fini sur O r ^ [Ber2, 3.1.6]. On définit alors 

àeg R (z) = dim K(R(z)) (O z /m R(z) O z ) . 

C'est le nombre minimal de générateurs de O z vu comme R ( z )-module [Mat, Theorem 
2.3]. 

Pour vérifier tout d'abord que la fonction ainsi définie coïncide bien avec le degré 
local sur P^, il suffit de traiter le cas où z = = R(z). Par un changement adéquat 
de coordonnées analytiques, on peut supposer R(z) = az k + 0(z k+1 ) avec a ^ et 
k > 1, et on veut montrer deg^(O) = k. Lorsque la caractéristique de K ne divise pas 
k, alors on peut se ramener à R{z) = z k . Sinon la situation est plus compliquée mais 
dans de bonnes coordonnées, on peut toujours écrire R(z) = az k + J2j>k a j z '' avec 
\a,j\ — > 0, max{|a|, \a.j\} = 1. Il faut montrer que l'anneau de série convergente K{z} 
est un module libre sur K{R(z)} de rang k. Pour cela, on montre qu'il est engendré par 
la famille libre 1, z, z k ~ l . Le fait que cette famille soit libre est facile. Pour conclure, 
il suffit de trouver des fi G K{z} tels que z k = fo o R + ... + z k ~ 1 fk-i o R, ce qui se 
fait classiquement en résolvant l'équation successivement modulo z n avec n croissant. 

Pour vérifier (*), on remarque que sous les hypothèses de l'énoncé, l'application ana- 
lytique entre courbes analytiques R : U — > V est fermée (au sens de Berkovich) et 
non localement constante, et donc plate par MBer2[ 3.2.9]. On regarde maintenant le fais- 
ceau R*Ojj, dont la fibre en w G V est donnée par (R*Ou)w — ® z eR- 1 (w)nu^z- 
Comme R est plat, (R*Ou) w est libre sur O w . Or le faisceau R*Ojj est cohérent [BGR, 
9.4.4/31 .JIBer2[ 1.3.4], donc est lui-même localement libre. Il est en particulier de rang 
constant], ce qui implique (*). □ 



le rang d'un faisceau T en z est égal à àmx K i z ) T z /m z T z 
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Action sur les mesures positives. Rappelons que pour toute fonction / : — > 
continue et pour toute mesure (signée) de Radon p sur P\, on définit l'image directe 
f*p en imposant J <fid(f*p) = J(<p o /) dp pour toute fonction mesurable. On a alors 
pour tout borélien E, (f*p){Ë) = p(f~ 1 (E)). Si p est une mesure de probabilité, alors 
f*p l'est encore. 

On définit maintenant l'action d'une fraction rationnelle par image réciproque sur les 
mesures de Radon de manière analogue. 

Définition 2.3. Pour toute fonction mesurable 4> : P l K — > R, on pose 

(R^)(S):= Y, deg R (S')<j>(S') , (2.3) 

R{S')=S 

Proposition 2.4. Si 4> ■ P}< — ► R est continue, alors R*4> l'est aussi, et R* définit un 
opérateur linéaire sur l'espace des fonctions continues, vérifiant sup \R*(f>\ < deg(i?) x 
sup|<£|. 

Cet opérateur induit donc par dualité une action sur les mesures de Radon, notée R*, 
telle que pour toute fonction continue 4> : P^ — > R et toute mesure p définie sur P^, on 
ait J <f>d(R*p) = j{R*(j))dp. 

Démonstration. Il suffit de montrer la première assertion. Fixons e > 0, et 5* G P^. 
Pour chaque S G R~ 1 {S^) choisissons un voisinage Us de S tel que sup^/ \<f>— <f>(S)\ < 
e. Choisissons de plus un voisinage U* de 5* tel que i? _1 (?7*) C [JseR-itu*) et 
l'application restreinte R : Us — > U* est de degré deg R (S). On obtient alors 

sup \R*4> - R*4>{S*)\ < deg fl (S) x e < deg(R) x e . 

□ 

Indiquons sans preuve quelques propriétés de ces actions : 

Proposition 2.5. Pour toute fraction rationnelle et pour toute mesure de Radon, on a 
R*R* p = dp. Pour tout couple de fractions rationnelles R\,R 2 , on a : (Ri o R 2 )* = 
(Rl)* o (R 2 )„ et (R 1 o R 2 )* = (R 2 )* o (R,)*. 

Proposition 2.6. Si p est une mesure de probabilité, alors R* p est une mesure positive 
de masse deg(i?) dont le support topologique est égal à la préimage par R du support 
topologique de p. Enfin, pour tout S G P^ on a 

(R*p){S) = deg R (S) x p{R(S)} . 

Démonstration. Il est clair que R* préserve la positivité des mesures. L'image de la fonc- 
tion constante égale à 1 par R* est la fonction constante égale à deg(i?) par (12.21) . Donc 
la masse des mesures est multipliée par deg(-R) sous l'action de R*. Le fait que pour 
une mesure p le support topologique de R* p soit la préimage par R du support topolo- 
gique de p, est une conséquence immédiate du fait que pour chaque fonction continue 
positive 4> : P K — » R le support de la fonction R*4> est égal à l'image par R du support 
de 4>. 

Pour montrer la dernière égalité, soient e > un réel positif et V' un ouvert fon- 
damental contenant R{S) tel que \p{R(S)} — p(V')\ < e, et tel que la composante 
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connexe V de R^ÇV) contenant S vérifie \(R* p){S}-(R* p)(V)\ < e et R^{R(S)}n 
V = {S}. En particulier, pour tout Sq G F' on a £s oeR -i(s/) n y de g( 5 o) = deg fl (<S) 
(Proposition-Définition 12. 11 ). 

Comme est un espace normal, il existe une fonction continue <p à valeurs dans 
[0, 1] supportée dans V et telle que <p(S) = 1. Alors la fonction R*<j) est à valeurs 
dans [0, deg R (5)], étant nulle en dehors de V et égale à àeg R {S) en R{S). on a donc 

|deg fl («S)p{i2(«S)}- y <de giî (<S)x e , et\(R*p){S}- f <j> d{R* p)\ < e . 

On tire alors de l'égalité f(R*(j)) dp = J* <j>d{R*p), que 

|(iTp){«S} - de gi? (5) ^{^(5)11 < (deg R (S) + 1) x e. 
On conclut en faisant e — > 0. □ 



2.3. Théorie de Fatou et Julia. Fixons une fraction rationnelle à coefficients dans 
et de degré au moins 2. Dans le cas complexe, il est plus commode de définir en pre- 
mier lieu l'ensemble de Fatou à l'aide de propriétés d'équicontinuité. Dans le cas non 
archimédien il est plus convenable de procéder de manière légèrement différente. On va 
donc tout d'abord rappeler quelques faits concernant les points exceptionnels. 

Définition 2.7. Soit R G K (z) une fraction rationnelle de degré au moins 2. Un point 
z G P]ç est dit exceptionnel si l'ensemble Un>o R~ n { z } est fi ni - On note Er C P^- 
l' ensemble des points exceptionnels. 

Lorsque deg top (^î) = 1 la caractéristique de K est strictement positive et R est 
conjuguée à un itéré de l'automorphisme de Frobenius. L'ensemble exceptionnel est 
alors infini dénombrable et, après un changement de coordonnées convenable, il est égal 
à P 1 (K) où K est la fermeture algébrique dans K du corps premier de K. 

Lorsque deg top (^) > 1 on montre que l'ensemble exceptionnel contient au plus deux 
éléments. Dans le cas où il contient deux points, R est conjuguée à z ±deg ^ e K(z). 
Dans le cas où l'ensemble exceptionnel contient un seul élément, la fraction ration- 
nelle R est un polynôme dans toute coordonnée telle que oo est l'unique point exceptio- 
nnel de R. 

Définition 2.8. Soit R G K(z) une fraction rationnelle de degré au moins 2. L ensemble 
de Julia de R, noté Jr, est l'ensemble des points S G P l K tels que pour tout voisinage U 
de S contenu dans \ Er, on a Un>o -^(^O = \ ^R- Le complémentaire de 
l'ensemble de Julia est Y ensemble de Fatou, noté Fr. 

Rappelons qu'un ensemble J est dit totalement invariant si iî _1 (J) C J. Les pro- 
priétés suivantes sont démontrées dans IIR7II . 

Proposition 2.9. L'ensemble de Julia Jr est compact, non vide, totalement invariant, 
et pour tout n > 1 on a Jru = Jr. De plus Jr est caractérisé comme le plus petit 
sous-ensemble compact non vide de P^- qui est disjoint de l'ensemble exceptionnel de R 
et qui est totalement invariant par R. De même, Fr est un ouvert totalement invariant 
dont l'intersection avec PL est non vide. 
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Bonne réduction. Un exemple important d'applications rationnelles a été mis en exergue 
par Morton et Silverman IIMSi 

Définition 2.10. Une fraction rationnelle R G K{z) est dite avoir bonne réduction, si 
on peut l'écrire R = P/Q avec deux polynômes P, Q G Ok[z], dont les réductions 
P, Q G K[Ç\ sont non nulles et telles que R := P/Q G K{Ç) ait même degré que R. 

On montre alors la proposition suivante. 

. , \K*\ 

Proposition 2.11 ([R4J, Théorème 4). Si R a bonne réduction, le point 5 can G M K 
est totalement invariant, et Jr = {5 can }. 

Réciproquement, si S G Hr- est tel que l'ensemble Un>o R~ n {S) est fini, alors S G 

\K*\ ~ 
W K et ce point est totalement invariant. En conjuguant R par un automorphisme de 

Môbius adéquat, on peut de plus supposer que S = 5 can et dans ce cas R a bonne 

réduction. 

On utilisera le lemme suivant dans la preuve du Théorème [EJ 

Lemme 2.12. Pour une fraction rationnelle R de degré au moins deux, il y a deux cas : 
soit R est conjuguée à une fraction rationnelle ayant bonne réduction, soit il existe un 
entier positif n tel que pour tout S G JRon ait 

deg Rn (S) <deg(R) n . 

Démonstration. Si l'ensemble exceptionnel possède au moins deux points, alors R est 
conjuguée à une fraction rationnelle ayant bonne réduction. Lorsque l'ensemble excep- 
tionnel possède un unique élément, après un changement de coordonnées on se ramène 
au cas où R est un polynôme de la forme 

R{z) = p(z D + cld-iz ' 1 + . . . + Ofl) , 

avec \p\ > 1, D > 2, max{|aj|, j G {0, . . . , D - 1}} = 1, voir JEU Proposition 6.7]. 
Lorsque \p\ = 1 la fraction rationnelle R a bonne réduction, et lorsque \p\ > 1 on 
vérifie que Jr est contenu dans la réunion des boules ouvertes de P l K associées aux 
classes résiduelles des zéros du polynôme ( D + a,D-i(, D1 + ■ • • + «o € K[Ç], et qu'on 
a deg R < deg(R) sur cet ensemble. L'assertion du lemme est alors vérifiée avec n = 1 
dans ce cas. 

Supposons maintenant que l'ensemble exceptionnel de R est vide. Il suffit de montrer 
alors que si pour chaque j > 1 l'ensemble 

F j :={SeP 1 K ,deg Rj (S) = deg(Ry}, 

est non vide, alors R est conjuguée à une fraction rationnelle ayant bonne réduction. 
Notons que Fj = F\ n R{F\) D • • • n R^~ 1 {F\), et que Fj est compact et décroissant 
avec j. Il découle de la démonstration de [R3, Lemme 7.4] que Fj est connexe lorsqu'il 
est non vide. Par conséquent, si pour tout j > 1 l'ensemble Fj est non vide, alors 
l'ensemble 

est compact, non vide et connexe. De plus il est invariant par R. Par conséquent R 
possède un point fixe S dans F, voir llFJl ou la « propriété de point fixe » dans IIR5B . 
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Comme par hypothèse l'ensemble exceptionnel est vide, on a S G Mk et la Proposi- 
tion l2.11l implique que R est conjuguée à une fraction rationnelle ayant bonne réduction. 

□ 

Dynamique sur l'ensemble de Fatou. Comme dans le cas complexe, la dynamique dans 
l'ensemble de Fatou est très régulière. On en donne ici une très brève description, et 
on renvoie à URU IR21 |R51 IR7II pour plus de détails. Rappelons tout d'abord quelques 
définitions. Fixons une fraction rationnelle R G K(z) de degré au moins deux. 

Définition 2.13. Un point zq G P K fixé par R est dit attractif (resp. répulsif, ou in- 
différent) si localement R(zq + h) = zq + Xh + 0{h?) avec |À| < 1 (resp. |A| > 1, ou 
|A| = 1). Un point S G Mk fixé par R est dit répulsif si deg R (S) > 2. Sinon il est dit 
indifférent. 

On définit de même la nature d'un point périodique de période N, c'est la nature de 
ce point vu comme point fixe de R N . 

Il est facile de voir que tout point périodique attractif et que tout point périodique 
indifférent dans P K appartient à l'ensemble de Fatou. Par contre, un point fixe S G 
M.k indifférent peut être dans l'ensemble de Fatou ou dans l'ensemble de Julia. D'autre 
part, tout point périodique répulsif (dans ou dans Mk) est dans l'ensemble de Julia, 
voir US Proposition 5.1] ou |R71 . 

L'image par R d'une composante connexe de l'ensemble de Fatou est aussi une com- 
posante connexe de l'ensemble de Fatou. La fraction rationnelle induit alors une ac- 
tion sur les composantes connexes de l'ensemble de Fatou. On dira qu'une composante 
connexe de l'ensemble de Fatou est errante si son orbite sous cette action est infinie, et 
on dira qu'elle est prépériodique si son orbite est finie. 

Le bassin d'attraction d'un point périodique Sq de période n > 1, est par définition 
l'ensemble des points dans P K qui convergent vers Sq sous l'action de R n . Lorsque Sq 
est attractif, cet ensemble est ouvert et contient So dans son intérieur. Dans ce cas la 
composante connexe du bassin d'attraction contenant Sq sera appelée bassin d'attraction 
immédiat. 

Le domaine de quasi-périodicité 6r de R est l'ensemble des points dans P^- possédant 
un voisinage sur lequel une sous-suite des itérées de R converge uniformément vers 
l'identité. Par définition l'ensemble £r est ouvert et invariant par R. De plus on montre 
qu'il est contenu dans l'ensemble de Fatou. 

Nous aurons besoin du résultat suivant dans la démonstration du Théorème iBl 

Lemme 2.14. 5/ la caractéristique résiduelle de K est nulle, alors l'ensemble de quasi- 
périodicité d'une fraction rationnelle R de degré au moins deux est vide. 

Démonstration. Supposons par contradiction que le domaine de quasi -périodicité ne soit 
pas vide. Après un changement de coordonée on se ramène au cas où il existe une suite 
d'itérés de R qui convergent uniformément vers l'identifié sur Ok- H existe alors une 
suite strictement croissante d'entiers {^j}j>o telle que pour tout j > 0, 

sup{\R n J(z) -z\,ze Ok) < 1. 
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Notons en particulier que R n i induit une bijection de Ok- Par conséquent, pour chaque 
j,f > 0, on a 

sup{\R n i' +n i(z) -z\,z G O k } < 

max{sup{|i^' (z) -z\,z£ O K } , sup{\R n j' (z) — z\,z €. O k }}. 

On conclut qu'il existe une suite d'itérés de R n ° qui converge uniformément vers l'iden- 
tité sur Ok- 

Comme le degré de R n ° est au moins deux, il existe une classe résiduelle ne contenant 
aucun point fixe de R n °. Après un changement de coordonnée fixant Ok, on se ramène 
au cas où xxik ne contient aucun point fixe de R n ° . Soit T la fraction rationnelle donnée 
par T(z) = R n °(z) — z. Alors T ne s'annule pas sur mj<-, et satisfait sup{|T(z)|, z G 
rtift-} < 1. Par conséquent il existe a G xuk tel que pour chaque z G on a 

T(z) e{weK, \T(w) -a\< \a\}. 

Ceci implique que pour tout entier n > 1 et tout z G on a 

\R nn °(z) -z-na\ = \T(z) + T(R n ° (z)) + ■ ■ ■ + T{R {n -^ n ° (z)) - na\ < \a\. 

Comme par hypothèse la caractéristique résiduelle de K est nulle, on a \n\ = 1 et donc 
\R nn °(z) — z\ = \a\. On obtient alors une contradiction avec le fait qu'une suite d'itérés 
de R n ° converge vers l'identité sur rn^. □ 

Lorsque K = C p le résultat suivant est exactement IIR21 Proposition 5.6]. La dé- 
monstration donnée dans op.cit. s'applique sans changement dans ce cadre plus général. 

Théorème 2.15. Soit K un corps de caractéristique zéro et de caractéristique résiduelle 
p > 0, et soit R une fraction rationnelle à coefficients dans K de degré au moins deux. 
Alors pour chaque composante connexe Y de £r il existe un entier positif n tel que 
R n (Y) = Y ainsi qu'une action continue 

T : Z p x Y -» Y (2.4) 
(w,y) ' * T w (y), (2.5) 

telle que pour chaque entier positif m on ait T m = R nm . Si de plus oo Y, alors il 
existe une fonction holomorphe non constante :Y — > K telle que pour tout wq G 7L V 
la fonction holomorphe converge vers lorsque w G Z p \ {wq} converge 

vers wq. 

Nous utiliserons la proposition suivante dans la démonstration du Théorème ICI 

Proposition 2.16. Soit R une fraction rationnelle à coefficients dans K et de degré au 
moins deux, et U une composante composante connexe de l'ensemble de Fatou U fixée 
par R. Si U n'est pas un bassin d'attraction immédiat d'un point périodique attractif 
alors R est injective sur U. 

Lorsque K = C p ce résultat est une conséquence immédiate du « théorème de classi- 
fication » dans [R2J. Pour un corps de base K quelconque, ce résultat est démontré dans 
l'article en préparation [R7]. En voici une esquisse de démonstration. 



18 



CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER 



Esquisse de démonstration. Si U n'est pas un bassin d'attraction immédiat d'un point 
périodique attractif, la « propriété de point fixe » [R5, §8] implique que U contient un 
point fixe indifférent S. On regarde alors l'ouvert connexe maximal U' contenant S sur 
lequel le degré local est constant égal à 1. On monue que U' est un ouvert fondamental 
en suivant [R3, Proposition 2.9]. On peut alors adapter [R3, Lemme 5.5] pour voir qu'il 
existe un ouvert fondamental U" contenant S et contenu dans U' dont les points du bord 
sont périodiques répulsifs. Ceci implique l'invariance de U", et donc le fait que U" est 
inclus dans l'ensemble de Fatou. Comme les points répulsifs sont dans l'ensemble de 
Julia, on a finalement U" = U. De la Proposition 12.11 et du fait que deg^. = 1 sur U, on 
en déduit que R est injective sur U. □ 

2.4. Théorie du potentiel P^. Plusieurs approches IBR21 iFJl IThH existent pour cons- 
truire un analogue de la théorie du potentiel complexe sur la droite projective au sens de 
Berkovich. La plus aboutie est due à Thuillier et s'applique sur n'importe quelle courbe 
lisse if -analytique. Nous ne décrirons cependant ici que les éléments qui nous seront 
strictement nécessaires par la suite en suivant (FJ] §7] et MFR21 §4]. 

Munissons de la tribu des boréliens associée à sa topologie compacte. On note Ai + 
l'ensemble des mesures boréliennes positives finies, supportées dans P l K . On désigne 
par Ai l'espace vectoriel des mesures réelles signées, différences de mesures dans Ai + . 
Toute suite de mesures de probabilité dans Ai + admet une sous-suite convergente pour 
la topologie de la convergence vague. Notons que toute mesure dans Ai est de Radon et 
est donc représentée par une forme linéaire continue sur l'espace des fonctions continues 
de P^ (voir par exemple [FJ, Proposition 7. 14]). Enfin on montre que bien que P l K muni 
de la topologie compacte ne soit pas métrisable en général, le support de toute mesure 
dans Ai est métrisable [FJ, Lemma 7.15]. 

Nous allons maintenant définir un espace fonctionnel V et un opérateur A défini sur V 
et à valeurs dans Ai. Pour cela, fixons un point base Sq G Hjf. Notons que pour tout 
S G M.jc, la fonction <S' i— » (S, S')s est non négative et majorée par du K («S, <So). Etant 
donnée une mesure borélienne p G Ai, on peut donc définir g p : Mk — ► M par 

g p {S) := -p{P l K ) - [ (S,S') So dp(S'), (2.6) 

et on l'appelle le potentiel de p basé en Sq. On a g p (So) = —p{P l K ) et par construc- 
tion gr So \ est la fonction constante égale à —1 sur tout P l K . Plus généralement, g~t S n (S) = 
-l-(S,S') So . 

On désigne par V l'ensemble de tous les potentiels. C'est un espace vectoriel qui 
contient toutes les fonctions définies sur Mk et à valeurs réelles de la forme S i— > 
(S , S')s - Il résulte de (FJJ Theorem 7.50] que l'application p ^ g p induit une bijection 
entre Ai et V. On peut donc poser 

Ag p :=p- p{P l K ) x [Sq] . 

Ceci définit une application linéaire A : V — » Ai que l'on appelle le Laplacien. On 
vérifie que cet opérateur ne dépend pas du choix du point base ainsi que la classe de 
fonctions V, voir BFR2[ Proposition 4.1]. On a de plus Ag = si et seulement si g est 
constante. 
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Par construction, pour tout g G V on a Ag(P] < ) = 0. Réciproquement, toute mesure 
vérifiant p{P l K ) = est le Laplacien d'une fonction de V. Dans toute la suite, on appel- 
lera potentiel d'une mesure borélienne p toute fonction g G V telle que p = Ag. Notons 
que : 



A(- ,S) So = [So] - [S] , et Alogsup{-,5} = [S] - [oc] . 

De plus, pour tout potentiel g : Mk — > R et toute fraction rationnelle non constante R, 
on a R*(Ag) = A(g o R) et R*A(g) = A(R*g). 



Soit V+ l'ensemble des fonctions g G V telles que [5 can ] + Ag soit une mesure 
positive. L'opérateur A possède des propriétés de continuité remarquables sur V+ qui 
sont analogues aux propriétés de continuité des fonctions sous-harmoniques en analyse 
complexe, et que nous allons maintenant détailler. 

On vérifie tout d'abord que toute fonction dans V+ est continue, convexe pour la 
métrique du K et décroissante sur tout segment [5 can , S]. Une telle fonction s'étend donc 
de manière unique à P K en restant continue sur tout segment. Cette extension est semi- 
continue supérieurement sur pour la topologie compacte. 

Proposition 2.17 ( llFJll . Theorem 7.64). L'espace V+ est convexe et fermé pour la topo- 
logie de la convergence simple de H/<. De plus, l'opérateur induit (A + [<S can ]) : V+ — > 
.M+ est continu si M+ est muni de la topologie de la convergence vague des mesures. 



Le fait suivant est un résultat de base en théorie du potentiel IIHôl Théorème 1.6.13]. 

Proposition 2.18 (Lemme de Hartogs). Soit {g n }n>i une suite de potentiels dans V+ 
telle que pour chaque n > 1 on ait g n < 0. Alors soit cette suite converge uniformément 
sur P]^ vers la fonction constante égale à — oo ; soit il existe une sous-suite {g nk }k>i 
convergeant ponctuellement sur Mk vers un potentiel g dans V+. Dans ce dernier cas, 
pour toute fonction continue ip et toute partie compacte C de on a 



Démonstration. Pour chaque entier n > 1 on pose p n := [5 can ] + Ag n . C'est une 
mesure positive de masse 1. Quitte à extraire une sous-suite, on peut donc supposer 
que p n converge vers une mesure de probabilité p lorsque n — > +oo. 

Supposons tout d'abord que lim n _> +00 {5 n (<S can ), n > 1} = — oo. Comme g n est 
décroissante sur tout segment partant de 5 can , on a g n — > — oo uniformément. 

Supposons maintenant que lim n ^ +œ {g„(5 can ), n > 1} > — oo. Quitte à remplacer 
{flVi}n>i par {g n — flVi(<Scan) — l}n>l et à prendre une sous-suite, on peut supposer que 
pour chaque n > 1 on a g n (S can ) = —LÀ nouveau par décroissance des g n , on a 
9n < — 1 partout. Soit g Pn définie par (12.61 ) lorsque le point base Sq est égal à 5 can . Par 
construction, Ag Pn = Ag n et ces deux fonctions sont égales en 5 can . Elles sont donc 
égales partout. Par convergence dominée, on a g Pn — ► g p ponctuellement sur %, et par 
conséquent on a g n — > g p ponctuellement. 

Pour montrer la dernière assertion de la proposition, soit {T m } m >i C une suite 
croissante d'arbres fermés finis dont l'adhérence de la réunion contient le support topo- 
logique de p, voir JFÏ] Lemma 7.15]. Quitte à agrandir les T m , on suppose que tous ces 
arbres contiennent 5 can . La suite de mesures de probabilité {pr m }m>i converge vers p, 
et g o nT m décroit vers g ponctuellement. 




tp)J < sup(g - ip) . 
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D'autre part, pour un entier m > 1 fixé, la fonction g n \T m est décroissante sur T m 
et converge ponctuellement vers la fonction continue g\T rn lorsque n — > +00. Par 
conséquent la convergence est uniforme sur T m . On en déduit que g n o TTj- m ^ g o TTj- m 
uniformément sur P K . On a donc pour tout m > 1 

limsup ( sup (g n - <p) ) < lim ( sup (g n o 7r Tm - <p) ) = sup (5 o 7r Tm - if) ■ 

Pour chaque m > 1 prenons 5 m G (7 tel que 

{g ° KT m - <p)(S m ) = sup (g o vrr m - <p) . 
c 

Quitte à extraire une sous-suite, on suppose que {S m } m >i converge vers un certain 
point S. Etant donné e > on choisit un ouvert fondamental U contenant S tel que 
sup^ \ (p — (p(S)\ < e. Notons Sq le point du bord de U le plus proche de <S can (si 
S ca n G U, on pose Sq := 5 can ). Comme les fonctions g, g o 7rr m sont décroissantes sur 
tout segment partant de S can , pour m > 1 assez grand tel que 5 o 7Pr m (<So) < g(So) + e 
et S m G C/, on a, 

sup (g-tp)> sup 5 - ip(S ) - e = g(S ) - ip(S ) -e> 
c une 

> 9 ° 7rr m (5 ) - <p(S ) - 2e > g o ir Tm (S m ) - ip(S ) - 2e > 

> g 7rr m («5 m ) - (f(S m ) - 3e = sup (5 o 7r Tm - 93) - 3e . 

c* 

Donc sup c (<7 — (p) > limsup„ w+OCJ (sup c (5 o 7rr m — <£>)). Ce qui termine la preuve. 

□ 



3. La MESURE D'ÉQUILIBRE 
Fixons une fraction rationnelle i? de degré au moins 2. 

3.1. Construction de la mesure. 

Proposition-Définition 3.1. Pour tout élément S £ Mk, la suite de mesures de proba- 
bilité {deg(R)~ n R n *[S]} n >o converge vaguement vers une mesure pr indépendante du 
choix de S. On appellera cette mesure la mesure d'équilibre de R. 

Démonstration. Prenons S un point arbitraire de Mk- La masse de la mesure R*[S] 
est égale au degré de R, donc nous pouvons écrire deg(R)^ 1 R*[S] = [S] + Ag, où 
g : Mk — > M est un potentiel. La mesure R* [S] est supportée sur le sous-ensemble 
fini R^ 1 (S) de Hr-. L'enveloppe convexe de l'ensemble suppi?*[5] U {S} est donc un 
arbre fini T dont les bouts sont situés dans Hr-. Le potentiel g est localement constant 
en dehors de T et est borné sur T, il est donc borné sur Mk tout entier. On obtient donc 
pour tout entier n : 

n— 1 

deg(R)- n R n *[S] = [S] + Ag n , avec g n = j£ . 

La suite {g n } n >o converge uniformément sur vers une fonction continue g^, donc 
deg(R)~ n R n *[S] converge vaguement vers une mesure pr lorsque n — > +00. 
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Si l'on choisit un autre élément S' G %, on peut écrire [S'] = [S] + Ah avec 
h : Mk — ► M bornée. De l'équation 

deg(R)- n R n *[S'\ = deg(Ry n R n *[S] + A(deg(R)~ n h o R n ) , 

on tire deg(R)- n R n * [S'] -> □ 

Remarque 3.2. L'argument montre que plus généralement pour toute mesure p vérifiant 
p = [S] + Ah, avec /i bornée et S G %, on a deg(R)~ n R n * p — ► Nous verrons à la 
section suivante comment étendre ce type de résultat dans certains cas où la fonction /i 
n'est plus bornée, par exemple lorsque p est atomique et supportée sur un point non 
exceptionnel dans P^. 

L'opérateur deg(72) _1 -R* est continu et préserve l'espace des mesures de probabilités. 
Il est donc clair que pr est une mesure de probabilité qui vérifie l'équation d'invariance : 

R*p R = deg(R) PR . (3.1) 



En particulier, c'est une mesure invariante R*pr = pr. L'équation d'invariance (13.11) . 
combinée à la Proposition [2]6] donne de plus pour tous S, S' G P] ( tels que R(S') = S : 

Proposition 3.3. // existe a G (0, 1] tel que pour chaque S G Mk, tout potentiel 
go : — * M satisfaisant pr = [S] + Ago est Holder d'exposant a par rapport à 
la distance dpi . Plus précisément, on peut trouver une constante C > telle que pour 
tous S', S" G %, on ait 

\go(S')-g (S")\<Cd P]< (S',S'Y ■ 
De plus, pour tout z G et r > 0, on a 

p R (B(z,r))<Cr a , 

où B(z, r) désigne l'enveloppe convexe dans P^- de la boule {w G K, d P i (z, w) < r}. 
En particulier, pr ne charge pas les points de Pj^ . 



En dimension supérieure, une version de ce résultat a été démontrée dans [KS]. No- 
tons que ce fait est classique sur le corps des complexes, et reste valable en dimension 
supérieure [Sib] §1.7] ou [|DS2]. La preuve que nous donnons ici suit celles de [DSI, 
Théorème 3.7.1], et IIGul Proposition 1.2]. 



\K*\ 

Démonstration. Soit 5 ca n le point de M K associé à la boule unité de K. Pour chaque 
S G Hr-, tout potentiel g\ satisfaisant Agi = [5 can ] — [S] est Lipschitz car (-,S)s ce , n 
l'est. On peut donc se ramener au cas S = S can . Soit alors g : Mk — » M un potentiel tel 
que 

Ag = deg(iî)- 1 iî*[cS can ] - [S can ]. 

La fonction g est Lipschitz sur P^, on peut donc trouver une constante C > telle que 
\g(z)—g(w)\ < C-dpi (z,w) pour tous z,w G P^. D'autre part, la fonction R est aussi 
Lipschitz pour une autre constante M que l'on peut supposer strictement plus grande 
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que deg(-R), voir par exemple IIKSl Theorem 10]. De pr = lim n _+ +OC) deg(-R) n R n * [S cai) 
on déduit que p R = [S can ] + Ag , avec 

oo 


On rixe N entier, et on procède alors aux estimations suivantes : 

i , s ( m . v* 1 \g°R k {z)- goR k {w)\ ^ 1 

^ deg( J R) fc fc ^ deg( J R) fe 

< d ■ d p ijz,w) (M/deg(R)) N + C 2 ■ deg(R)~ N , 

pour des constantes Ci, C*2 > indépendantes de z, iV. On choisit maintenant N = 
N(z,w) de telle sorte que MC2/C1 > dpi (z,w) M N > C%jC\ y ce qui est pos- 
sible dès que d P i (z,w) < MC2/C1. On en déduit qu'il existe une constante C > 0, 
indépendante de z et w, telle que si l'on pose a = logdeg(i?)/logM, alors \go(z) — 
9o(w)\ < C • d P i^ (z, u;) a . On note enfin que ces inégalités sur P)^ entraine les mêmes 
sur P^. 

Soit z S P^ et r > 0. Pour montrer l'inégalité pr(B(z, r)) < C r a on se ramène 
au cas r G (0, |). Soit S (resp. 5') le point de P^ associé à la boule B(z,r) (resp. 
B(z, er)), et soit x '■ ^-K —> K le potentiel constant égal à 1 sur -B(z, r), constant égal 
à hors de B(z, er), et tel que Ax = [S] — [S']. Alors on a 

PR(B(z,r)) < j X d(Ag ) = j g d(A X ) = go(S)-g (S') < Cd Pj XS,ST = Cr a . 

La première égalité résulte de HFR21 Lemmes 4.4 et 4.3] car la fonction énergie est 
symétrique. □ 

3.2. Démonstration du Théorème|ÂJ Le fait que pr ne charge aucun point de P^ est 
une conséquence de la Proposition 13.31 On montre maintenant que le fait que le support 
de p R soit égal à Jr est une conséquence de (ll.lb . En effet, considérons une mesure 
de probabilité quelconque p supportée dans Jr. Par la Proposition 12.61 le support de la 
mesure R* n p est contenu dans Jr. Comme l'ensemble Jr est disjoint de l'ensemble 
exceptionnel, et complètement invariant par R (Proposition 12.91 ), la convergence (11.11 ) 
implique que le support topologique de pr est contenu dans Jr. D'autre part, l'équation 
d'invariance (13.11 ) et la Proposition 12.61 montrent que le support topologique de pr est 
complètement invariant. Comme l'ensemble de Julia est caractérisé comme le plus petit 
ensemble compact disjoint de l'ensemble exceptionnel qui est complètement invariant 
par R (Proposition 12.91 ). on conclut que le support topologique de pr est égal à Jr. 

Le reste de cette démonstration est consacré à la preuve de (ll.ll ). L'ensemble excep- 
tionnel Er étant totalement invariant, pour tout n > 1 on a 

deg(R)- n R n *p(E R ) = p(E R ) . 

Si p(Er) > 0, on ne peut pas donc avoir lim n ^ +00 deg(R)~ n R n *p = pr. 

Réciproquement, supposons que p(Er) = 0. On désigne par g : Mk — > M le potentiel 
donné par (12.6b . lorsque Sq = 5 can , de telle sorte que Ag = p — [<S can ]- Alors pour tout 
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n > 1 on a 

deg(R)~ n R n *p = deg(R)~ n R n *[S can ] + A(deg(R)- n g o R n ) . 

Il suffit donc de montrer que deg(R)~ n goR n converge ponctuellement vers zéro sur %, 
lorsque n — » +00. Pour cela on va estimer les vitesses de convergence des points de Wk 
vers P^. Comme on a g < 0, il suffit de montrer lim inf n ^ +00 deg(R)~ n g o i? n > 0. 

Fixons un point S dans Mk- 
Cas 1. Le point S appartient au bassin d'attraction d'un point exceptionnel zq G P^ 
de R. Quitte à remplacer R par un itéré on peut supposer zq fixé par R. Après un change- 
ment de coordonnées on suppose qu'il existe ro G (0, 1) tel que pour tout point S' G Mk 
satisfaisant d P i^ (S\ zq) < ro on a 

Quitte à remplacer S par un point dans son orbite positive, on suppose que d P i^ (S, zq) < 
tq. Alors pour tout n > 1 on a, 

d plK (R n (S)^ K )>d P]< (S,P 1 K ) deëiR)n ■ 

Fixons e > 0, et soit r G (0, 1) assez petit tel que p(B(zQ,r)) < e. De (12.61) on déduit 
que pour tout S' G Wk satisfaisant dp^ (S', zq) < r on a 

g(S)-g(S f )>edu K (S,S'). 
Comme de plus Bgi C B$, par (12.1b on a, 

d WK (S,S') = logdpi, (S.Pk) -logdpi. (S'.Pir), 

d'où on obtient, 

g(S') > e log d P i K (S', z ) + (g(S) - e log d P i K (S, z )) . 

On a donc 

liminfdeg(iî)- n 5 (iî n (cS)) > elogdpi (S,F K ) . 

Cas 2. Le /jo/tî? 5 n'appartient pas au bassin d'attraction d'un point exceptionnel et 
degtop(-R) > 1. Comme deg top (-R) > 1, il existe au plus un nombre fini de points 
dans F K dont le degré local est égal au degré de R. Quitte à remplacer R par un itéré on 
suppose que tout point de P K dont le degré local est égal à deg(iî) est exceptionnel. On 
s'appuie alors sur le lemme suivant. 

Lemme 3.4. Supposons que degtop (R) > 1. Alors, on peut trouver des constantes r > 
et C > tel que tout point S satisfaisant dpi (S, Er) < r appartienne au bassin 
d'attraction d'un point exceptionnel, et pour tout point S satisfaisant d P i^(S, Er) > r 
on ait 

d P] \R{S)^ K ) > C x dpiJS^f^- 1 . (3.3) 

Nous donnons une preuve de ce lemme ci-après. 

En itérant la relation précédente, on en déduit pour tout entier n > 1 : 

dp k .( J R"(5),P},) > C{n) x dpi^P^)^)- 1 )" , 
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avec C(n) := C x C àe ^~ l x • • • x cf(d«KCiî)-i)" 1 De flEj) et JEfl . Q n tire pour tout 
S' G M K 

g(S')> logd^S'^-l. 

Par conséquent 

5 (iT(S)) > logC7(n) + (deg(J2) - 1)" log dp k . (S, P^) - 1 , 
d'où liminf n ^ +00 deg(iî)- n 5 (iî n (5)) = 0. 

Cas 3. Le point S n'appartient pas au bassin d'attraction d'un point exceptionnel et 
deg to p(-R) = 1. Dans ce cas la caractéristique de K est strictement positive, égale à un 
certain nombre premier p. De plus, le degré q > 1 de R est une puissance de p, et quitte 
à faire un changement de coordonnées, on peut supposer que R(z) = z q . On note R la 
fraction rationnelle à coefficients dans le corps résiduel K de K, définie par R(Ç) = C 9 - 
On vérifie aisément que pour tout S G on a 

dm K (R(S) 

!<5 can ) — q X djfljç [S, 5 can ) . 

On a en particulier iî(5 can ) = S can . Le cas S = S can est donc immédiat, et on suppose 
alors que S G \ {5 can }. Considérons la partition de P^ \ {5 can } en boules ouvertes 
de P^ associées aux classes résiduelles, 

P^\{<W = U ÇePL B(C), 

s K 

de telle sorte que pour chaque C G P~ on ait R(B(Ç)) = B(R(()). On montre (cf. llR2l 

Proposition 4.32]) que pour chaque C G F 1 - périodique par R, la boule B(£) contient un 
point périodique par R de même période. De plus ce point est exceptionnel pour R et son 
bassin d'attraction contient la boule B(Ç). Comme par hypothèse le point S n'appartient 
pas à un bassin d'attraction d'un point exceptionnel de R, si l'on désigne par £ l'élément 
de F 1 - tel que la boule B(Ç) contienne le point S, alors l'orbite positive de ( par R est 
infinie. On a en particulier 

lim p(B(R n (C))) = 0. 

n— >+oo 

Par (HU) pour chaque C' G P~ et S' G B(C') on a 

g(S') > -1 - p(B(C')) x de K (5',5 can ) , 

d'où l'on déduit 

liminf deg(Ry n g(R n (S)) > liminf p(B(R n (Ç))) x d Hif (5, 5 can ) = . 

n— >+oo n— >+oo 

Démonstration du Lemme WM L'existence de r > suit de la finitude de Er. Pour 
montrer (13.3I ). par compacité il suffit de vérifier cette équation localement en tout point S 
tel que à p i^(S, Er) > r. Supposons pour commencer que deg(i?) = deg top (-R), c'est- 
à-dire que l'ensemble Crit(-R) C P^ où la dérivée de R s'annule soit fini. 

Prenons tout d'abord un point S qui ne soit pas dans Crit(iî). Quitte à changer de 
coordonnées, on peut fixer un ouvert fondamental U contenant S tel que 

{oo, fl -1 (oo), Crit(iî)} n U = 0. 
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Dans ce cas, R' ne s'annule pas dans U fl P^, et on peut donc trouver Cq > tel que 
\R'(z)\ > C pour tout zef/n P^. La fonction 

D( Zl ,z 2 ) := R ^- R ^ -R'(z 2 ) 

z\ - z 2 

est analytique sur U x U et s'annule identiquement sur la diagonale. Pour un voisinage 
convenable V de la diagonale, et pour tout couple (z±, z 2 ) G V H ( P^ x P^), on a donc 

i?'(z 2 )| > C . 

Prenons maintenant W un voisinage ouvert de S dans tel que W x W C V. Alors 
pour tout S' G on a d P i (#(<$')> p ir) > Co x dpi (5', P^) ce qu'il fallait démontrer. 

Si le point S est dans Crit(iî), on se ramène au cas où S = R(S) = et dans 
une coordonnée adéquate R(z) = Y2j>k a 3 z '' avec ^ — deg(iî) — 1> a fc et 
1 > \a,j\ — > 0. Notons que sup| z _ w |< r |z J — U7 J | = r- 7 pour tout r G [0,1], où le 
supremum est pris sur tout z,w G -6(0, 1). Fixons iV assez grand pour que pour tout 
r < r, on ait maxj>i \aj\r^ = maxj<7v Prenons z G -6(0, 1) et r < r. Alors 

supu_ w i <r \R(z) — R(w)\ = maxjxjv \o>j\r^ > |afc|T fc - L'image d'une boule par R 
étant une boule on conclut donc que R(B(z, r)) D B(i?(z), |afc|r fc ), ce qui implique 
dp î .(fl(5) ) Pi.)>|a fc |d P i f (5 ) Pi : ) fc . 

Ceci conclut la preuve de (13.31) dans le cas deg(R) = degtop(-R)- Si ce n'est pas 
le cas, alors K est de caractéristique positive p > et R est la composée d'une frac- 
tion Rq vérifiant deg(i?o) = deg top (-Ro) et d'un itéré de F(z) := z p . On a vu que 
dpi (F(S),F l K ) > d P ^(5,P^) p , ce qui permet de conclure. □ 

3.3. Mélange et théorème limite central. La propriété d'équidistribution démontrée 
au paragraphe précédent permet de montrer l'ergodicité de la mesure d'équilibre, comme 
a été fait dans [FG, Lemme 4.11]. Afin d'avoir une estimation sur la vitesse de mélange 
nous utiliserons plutôt une méthode basée sur la notion d'énergie analogue de la preuve 
de Fornaess-Sibony MFSUIFS21 dans le cas complexe. 

Rappelons tout d'abord quelques notions sur l'énergie des mesures. Nous renvoyons 
à [FR2] pour les détails. Une mesure signée p est dite à potentiel continu s'il existe 
un potentiel continu g : Mk — ► M tel que Ag = p — p(P^)[5 can ]. Si p, p' sont deux 
mesures signées dont la mesure tracd^ est à potentiel continu, on montre que la fonction 
log sup{5, S'} est intégrable pour la mesure p® p' (voir IIFR21 Lemme 4.3]), et on pose 

(p, (/):=-[ log sup{5, S'} dp(S) dp' {S') . 

JA^xA^\Diag 

Lorsque de plus p = Ag, on vérifie que (p,p r ) = — J A i g dp', [FR2, Lemme 4.4]. 

K 

Enfin, l'application p,p' ^ (p, p') définit une forme bilinéaire symétrique sur l'espace 
des mesures signées dont la mesure trace est à potentiel continu et telles que p{P l K ) = 



\D(z!,z 2 )\ < C , et 



R( Z1 ) - R(z 2 ) 
Z\ - z 2 



toute mesure signée p est différence de deux mesures positives à support disjoints, p = p\ — p2, voir |Ru| 
§6]. La mesure trace \p\ est par définition la mesure positive p\ + p2. 
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p'(Pj() = 0. On montre que cette forme bilinéaire est définie positive, BFR21 Proposition 
4.5]. On a donc l'inégalité de type Cauchy-Schwarz suivante : 

(p,p')<(p,p^ 2 ( P ',p') 1/2 - 

D'autre part, une fonction <p : — ► R est dite de classe C 1 , si elle est localement 
constante hors d'un arbre fini et fermé T C Mk, et si T est la réunion d'un nombre 
fini de segments sur lesquels <p est de classe C 1 , par rapport à la distance hyperbolique 
sur Wk- On définit alors pour chaque S G \ {5 can } le nombre dcj)(S), comme la 
dérivée à gauche en S de l'application <p restreinte au segment [5 can ,5] (paramétré par 
la distance hyperbolique à 5 can ). Un calcul montre alors que 

(A<f>, A(j>) = [ (d<p) 2 dX , 

où À est la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle sur chaque segment de Pour 
reprendre les notations de [FR2, §5.5], on posera (cj), 4>) := J p i {d<p) 2 dX. 

Rappelons finalement qu'une mesure invariante p est mélangeante pour R si pour 
tout couple de fonctions <fi, ip : P l K —>■ R de carré intégrable par rapport à p, on a 
f(<p o R n )ipdpR — ► f 4>dpn x f tp dp lorsque n — > +oo. Une mesure mélangeante 
est ergodique au sens où tout sous-ensemble E invariant est soit de mesure nulle soit de 
mesure totale. 

Proposition 3.5. La mesure pu est mélangeante, et elle est exponentiellement mélangeante 
par rapport aux observables de classe C . Plus précisément, il existe une constante 
C > telle que pour toute fonction (p : P^ — > M dans pour toute fonction 

ip : P\ — > M de classe C 1 sur Pj^, et pour tout entier n > on a, 

^Cxll^IlLooX^^^xdeg^)-™/ 2 . 

(3.4) 



oR n ) x tpdpR - / <j)dp R x / ipdp R 



La démonstration de cette proposition est ci-dessous. Rappelons qu'une fonction in- 
tégrable ip : — > R de moyenne nulle f tp dpR = vérifie le théorème limite central 
de poids a > 0, si pour tout intervalle / de M on a 

lim p R l -j= \^ tp o R k G l \ = 1 f exp ( - ^-J] dx . 



n^+oo | yfn ^ J \/2iro~ Ji V 2cj2 

La décroissance exponentielle des corrélations combinée au théorème de Gordin-Livera- 
ni (voir IIGollLilO donne facilement le résultat suivant. 

Proposition 3.6. Pour toute fonction tp : P^ — ► R de classe C 1 telle que f ip dpR = 0, 

le nombre 



j i?d PR + 2Y j J {^oR 



x ip dp R , 



n=0 ' 

est fini, positif et il est égal à si et seulement si la fonction ip est un cobord, Le., s'il 
existe une fonction mesurable x telle que ip = \ ~ X ° R- De plus, lorsque ce nombre 
est strictement positif, on note a > sa racine carrée positive, et la fonction tp vérifie le 
théorème limite central pour le poids a. 
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Démonstration. La preuve est maintenant classique, voir IICLBllDS3Tl . Notons R* l'opé- 
rateur de composition agissant sur L 2 (pr). L'invariance R*pr = pR implique l'égalité 
/ |.R*V>| 2 dpR = j \ip\ 2 dpR donc R* est une isométrie. Soit A l'adjoint de R*. L'équa- 
tion d'invariance R* pr = deg(R)pR montre facilement que A = deg(iï) -1 i?*. 

D'après le théorème de Gordin-Liverani HGolOl . pour montrer qu'une fonction ip G 
L°°(pr) satisfaisant f ipdpR = vérifie les assertions de la proposition, il suffit de 
vérifier J2n>o II-^V'IIl 1 ^) < +00. Supposons alors que ip est de classe C 1 et appli- 
quons la Proposition 13.51 en utilisant l'hypothèse f tp dpR = 0. On obtient 



\A n ip\ dp R = sup / A n ip x (j)dp R 

ll^lkoo<l. 



On a donc bien la convergence désirée. 



sup / V x (<fi R n ) dpR 

>\\ L ao<XJ 

<Cx {ip,tp) 1/2 x deg{R)~ n / 2 . 



□ 



Démonstration de la Proposition \3.5\ Quitte à remplacer par <fi—f <ft dpR on se ramène 
au cas où f <pdpR = 0, en utilisant \\<p — f 4>dpR\\L°° < 2||0||x,«> . On a donc les esti- 
mations : 



oR n )ipdp R - / (j)dp R x / tpdp R 



{<t>oR n )^d{àeg{R)- n R n * PR ) 



deg(R)- n 



deg(R)- n 



o if» d Pï 



deg(RY 



(f>K l ^dp 



R 



tp dR r ' 



deg(R)- n x (Atp, R^^pr)) 



< deg(R)- n x (Atp, A-i/?) 1 / 2 x (R n *(cf>pR), R^^pr)) 1 ' 2 
Considérons le potentiel g : H/c — > M, défini par 

g(S) = - [ (S,S')s c&n( f>d PR (S>), 
de telle sorte que Ag = 4>pr. On a alors : 



\(R n *(<Pp R ), R n *(cPp R ))\ 



deg(R) n x 



goR n d(R n *^ PR )) 



R*(g ° R n ) ( t ) dpR 



g4>dpi 



< deg(R) n x \\g\\ L oo x \\<p\\ L °° 



<deg(R) n x H (S,S') Scan dp R (S>) 



Ceci termine la démonstration de (13 .4b - Il reste à montrer que la mesure p R est mé- 
langeante. La preuve ci-dessus montre que la convergence désirée est vérifiée lorsque <p 
et tp sont de classe C . On remarque alors que les fonctions de classe C 1 forment une 
algèbre contenant les fonctions constantes. Cette algèbre est dense dans l'ensemble des 



28 



CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER 



fonctions continues (pour la topologie compacte) par le théorème de Stone-Weierstrass. 
On a donc convergence dès que et ip sont continues. Enfin pr est une mesure régulière 
dont le support est compact et métrisable. Par conséquent l'ensemble des fonctions conti- 
nues définies sur le support de pr est dense dans L 1 ( / o^). Ce qui conclut la preuve. □ 

3.4. Démonstration du Théorème |Bj Pour chaque entier n > 1 on pose D n := 
deg(R) n + deg(S) et on définit la fonction A n : — > [— oo, 0] par 

An := -(R n ,S) SaiD , 

de telle sorte que 

exp.4 sup{R n ,S} 

P n max{l,|iî«|} x max{l,|S|} 
sur P l K \ {R n = oo ou S = oo}, et exp(^ n ) > |d P i (R n , S) avec égalité sur P^. De 

An (z) = log \R n (z) - S(z) | - log max{ 1, \R n (z) \ } - log max{ l,\S(z)\}, 
on tire 

AAn = [R n = S}- R n *[S can ] - 5*[5 can ] . 
Comme dans la preuve de la Proposition-Définition 13. li on choisit un potentiel g tel que 

Ag = (deg(iî))- 1 J R*[5 can ] - [<S can ], 
et pour chaque entier n > 1 on pose 

n-l 

g n = ^2deg(R)- k goR k . 

k=0 

D'autre part on choisit un potentiel h tel que 

Ah = (degiS))-^*^}- [5 can ], 
et pour chaque entier n > 1 on pose 

h n ■= D~\deg(R n )g n + deg(S)h) . 

On vérifie alors qu'on a 

A(h n + D- x A n ) = D-\R n = S}- [S can ] . 

Comme dans la preuve de la Proposition-Définition 13. 1 I on montre que les potentiels h n 
convergent alors uniformément sur vers 



oo 

J2deg(R)- k goR k 

k=0 



En particulier, pour tout n > 1 on a h n + D~ x A n G V + . Cette suite est de plus uni- 
formément majorée car A n < 0. La Proposition ^. 18 l implique donc qu'il existe une suite 
strictement croissante d'entiers positifs {nk}k>i telle que D~^A nk converge ponctuelle- 
ment sur Mk vers une fonction continue ip : Wk — ► (— oo, +oo) qui est, soit la fonction 
constante égale à — oo, soit un potentiel tel que g^ + tp G V+. Dans les deux cas la 
fonction ip s'étend de façon unique à P l K , en une fonction continue sur chaque segment, 
et semi-continue supérieurement sur P^. 

Pour finir la démonstration du théorème il suffit donc de montrer que tp est constante. 
Comme tp est continue sur chaque segment de P l K et comme ip < (car A n < 0), il suffit 
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de montrer ip est localement constante sur l'ensemble ouvert {ip < 0}. Soit U un ouvert 
fondamental dont la fermeture topologique est contenue dans {ip < 0}. On montre tout 
d'abord que S(U) est contenu dans l'ensemble de quasi-périodicité £r de R. Lorsque 
pour chaque e > on applique le lemme de Hartogs (Proposition 12.181) à ip = — e 
et C := U, on obtient que l'application R nk converge uniformément vers S sur U. Ceci 
implique que pour tout k suffisament grand on a R nk {U) = S(U), et par conséquent 
que R n k+i- n k converge vers l'identité sur S(U). On a donc S(U) C £r, et en particu- 
lier S R + 0. 

Le Lemme 12.141 implique alors que la caractéristique résiduelle de K est positive, 
égale à un nombre premier p. Soit Y la composante connexe de £r contenant S(U). 
Après changement de coordonnée on suppose que oo g" Y. Soit n > 1 l'entier et T : 
7L V x Y — » Y l'action donnés par le Théorème 12.151 Quitte à prendre une sous-suite 
on peut supposer que R ni (U) = S(U) C Y, que pour chaque k > 1 l'entier n divise 
n-k — n\, et que := n~ l (nk — ni) converge dans Z p vers un certain wq G 7L V lorsque 
k — ► +oo. Comme R nh converge uniformément vers S sur U, on conclut qu'on a S = 
T wo o i? ni sur U. Le Théorème 12. 1 5 1 implique alors qu'on a 

ak-w V a k - w 
localement uniformément sur U lorsque n — > +oo. On a donc 

^ = lim D~}A nk = lim D" 1 (log |o fc - w | + log \% o S\) = 

lim D~Hog\ak-w \ 

ponctuellement sur [7 fi H^. Ceci montre que ip est localement constante sur {tp < 0}, 
et termine la démonstration. 



j o S —> o 5*, 



4. Entropie 

4.1. Entropie topologique dans les espaces compacts. L'espace est compact mais 
non métrisable en général. Les définitions et propriétés de l'entropie souvent décrites 
dans le cadre restreint des espaces métriques (voir [W]) restent cependant valables dans 
notre cadre. Nous renvoyons à MMisB pour plus de détails sur les preuves. Nous rappelons 
ici brièvement quelques définitions. 

Soit X un espace compact et / : X — ► X une application continue. Étant donné 
un recouvrement ouvert fini il de X, on note N(H) le nombre minimal d'ouverts de la 
famille nécessaire pour recouvrir X. Si est un autre recouvrement ouvert fini de X, 
on note 

Il V 3J := {U n V, U e il, V G 21}. 

C'est aussi un recouvrement ouvert fini de X. L'entropie topologique de / notée h top (/) 
est alors définie comme suit : 




Le supremum est ici pris sur tous les recouvrements ouverts finis de X. 
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Si p est une mesure de probabilité /-invariante f*p = p, on peut aussi définir l'en- 
tropie métrique de / par rapport à p. L'entropie d'une partition 21 finie de X par des 
ensembles mesurables est donnée par H (21) = — ^Ae2t/ 9 (^) 1°8 p(^)- L'entropie de / 
notée h p (f) est alors : 

h p (f) : = sup lim -#(2l n ) 

n^oo n 

où 2t„ = 21 V / _1 2l V • • • V /~ n 2l et le supremum est pris sur toutes les partitions de X 
finies par des ensembles mesurables. 

On rappelle maintenant le principe variationnel. 

Proposition 4.1 (Principe Variationnel). Soit X un espace topologique compact et soit 
f : X — » X une application continue. Alors on a ht p (/) = sup p h p (f), où le supre- 
mum est pris sur l'ensemble de toutes les mesures de probabilité invariantes par f. 

Rappelons de plus, que l'ensemble des mesures de probabilité invariantes est un 
convexe compact pour la convergence vague dont les points extrémaux sont exactement 
les mesures ergodiques. On montre alors que toute mesure invariante p est « moyenne » 
de mesures ergodiques (c'est la décomposition de Choquet). En particulier, h top (/) est 
aussi égal au suprémum h p (f) pris sur l'ensemble des mesure ergodiques. Nous ren- 
voyons à llWl pour plus de précisions. 

4.2. Démonstration du Théorème [Cl La démonstration du Théorème ICI s ' appuie sur 
deux lemmes. On commence avec la propriété générale suivante. 

Lemme 4.2. Soit X un espace topologique séparé et connexe, et soit il un recouvrement 
fini de X par des ensembles ouverts et connexes, tel que l'ensemble 

dil := (J dU 
soit fini et non vide. Alors on a N(il) < #dil. 

Démonstration. Pour chaque x G dil on choisit un élément U x de il contenant x. Il suffit 
de montrer que pour chaque x' G X il existe x G X tel que U x contient x'. Lorsque 
x' G dil il n'y a rien a montrer. On se ramène alors au cas où x' dil. Notons Y la 
composante connexe de X \ dil contenant x'. Comme l'ensemble dil est fini et donc 
fermé, on a dY C dil. Du fait que X est connexe et dU est non vide, on conclut que 
l'ensemble dY est non vide. Soit x G dY et notons que U x rencontre Y. Comme Y est 
connexe et comme dU x est disjoint de y, on a x' G y C U x . □ 

Lemme 4.3. Soit R une fraction rationnelle de degré au moins deux à coefficients 
dans K, et soit X une partie compacte et connexe de P l K invariante par R. Alors on a 

h top (R\x) < logsup{#( J R| x )- 1 (5) | S G X}. 
Démonstration. On pose, 

D:=sup{#( J R| x )- 1 (5) \SGX}. 
Au vu du Lemme l4~2l il suffit de montrer que pour tout recouvrement fini il de X on a 
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Soit U un tel recouvrement. Comme les ouverts fondamentaux forment un base de la 
topologie de P^, on se ramène au cas où chaque élément de il est l'intersection d'un 
ouvert fondamentaux de P^- avec X. Alors l'ensemble SU est fini. S'il est vide, alors on 
a X G il et alors l'assertion est immédiate dans ce cas. On se ramène alors au cas où 
l'ensemble dii n'est pas vide. L'inclusion 

(n-1 \ n-1 

\J(R\ X )-Jil \ C \J(R\ x )^dU, 
3=0 ) j=0 

implique qu'on a 

d y\J {R\x)~ j ttj < #dil x (1 + D + • • • + D 12 - 1 ) < #dU x nD"" 1 , 

d'où l'on déduit l'inégalité désirée. □ 

Démonstration du ThéorèmeïC\ L'inégalité h PR (R) < h top (R) est conséquence du prin- 
cipe variationnel (ou Proposition 14. 11) . L'inégalité h top {R) < log deg top (-R) est donnée 
par le Lemme 1431 avec X = P l K . 

Il reste à montrer l'égalité h top (R) = ht op (R\ j R ). Au vu du principe variationnel, 
il suffit de montrer que pour toute mesure de probabilité p invariante par R et ne char- 
geant pas Jr, on a h p (R) = 0. On se ramème au cas où p est ergodique. Le théorème 
de récurrence de Poincaré montre le support topologique de p est disjoint de l'ouvert 
des points errants. En particulier, p ne charge pas les composantes de Fatou errantes, 
ou strictement prépériodiques. Comme p est de plus ergodique, on peut trouver une 
composante connexe U de Fr périodique et un entier N > 1 tel que R N (U) = U et 

p{[jk=oR k (u))=i. 

Si U est le bassin d'attraction immédiat d'un point périodique attractif, alors p charge 
ce point et est donc à support fini par ergodicité. Son entropie est donc nulle. Sinon, la 
Proposition 12. 16l implique que R N est injective sur U, et alors R est injective sur X := 
U. Comme X est un sous-ensemble compact et connexe de P^ invariant par R , le 
Lemme 1431 appliqué à R n au lieu de R, implique que ht op (R n \x) = 0. Le principe 
variationnel nous donne alors h p (R) = jfh p \ u (R N ) = 0. □ 

4.3. Preuve des Théorèmes iDl et IE1 La preuve du Théorème |Pl s' appuie sur le lemme 
suivant. Rappelons que pour une mesure de probabilité p sur P^ le Jacobien Jac p : 
Pk — ► [0, +oo] de R pour p est la fonction mesurable caractérisée, en dehors d'un 
ensemble de mesure zéro, par la propriété suivante. Pour tout ensemble borélien E sur 
lequel R est injective, on a p{R{E)) = f E Jac p dp. Une telle fonction existe toujours 
dans notre cas. Nous renvoyons à MPU1 §1.9] ou (Pj] pour plus de détails. 

Lemme 4.4. 

1. Soit E un sous ensemble borélien de P^- et soit 1e la fonction caractéristique 
de E. Alors on a, 

J R*1 E d PR = deg(R) J 1 E d PR . (4.1) 
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2. On a 

J&c PR (S) = deg{R)/ deg R (S). 
Démonstration du Lemme ï4~4\ 

1. Nous remercions le rapporteur de nous avoir fourni la preuve suivante. Notons d'abord 
que l'équation R*p R = deg(R) p R se traduit par l'égalité 

j R^dp R = deg(R) j 4>dp R (4.2) 

pour toute fonction continue <p. Par convergence dominée, on a ( 14.11 ) pour tout borélien E 
tel qu'il existe une suite de fonctions continues (p n : — ► [0, 1] telle que Lp n —> 1e 
ponctuellement. Soit T la collection de tous ces ensembles boréliens. Il est clair que 
T est stable par intersection finie (prendre le produit des approximants continus), et 
par complémentaire (prendre 1 — (p n ). Il est aussi stable par intersection dénombrable 
par convergence monotone. On conclut en remarquant que T contient toutes les boules 
fermées de P^. 

2. Soit E C P l K un ensemble borélien tel que R : E — > R(E) soit bijective. Pour chaque 
k = 1, . . . , deg(iî), notons E k = {S G E, deg R (S) = k}. De (14.11 ). on tire 



deg(iî) x p R (E k ) = J R*l Ek dp R = k x p R (R(E k )) , 
d'où, 

deg(-R) , , s 

PR (R(E))= PR(R(E k ))= / 'J~Tc\ dpniS) ■ 



□ 



Démonstration du Théorème\D\ La preuve de l'estimation (11.51 ) est une conséquence de 
la formule de Rokhlin [PU, §1.9] ou (P{ §10] qui s'énonce sous la forme suivante : 

h PR (R) > y log | Jac PR (S)\ d PR {S) . (4.3) 

Cette formule s'applique dans notre contexte car R est à fibres finies. Il est alors clair 
que l'équation (11.51 ) découle de (14.3b . de la partie 2 du Lemme l4T4l et de la définition du 
degré moyen. 

Supposons maintenant que p R ne charge pas Mk- Comme le degré local de R est 
constant sur ¥ l K égal à deg(R)/ degt p(R), hors d'un ensemble fini, la Proposition 13.31 
implique deg = deg(R)/ degtop(R). Les égalités désirées découlent alors de l'estima- 

tionV(^>l°gfg§. □ 

Démonstration du Théorème\E\ On montre tout d'abord l'équivalence de (1), (2), (3), 
et (4). L'implication (1)=>(2) est une conséquence immédiate du principe variationnel 
(Proposition 14. 11 ). Pour montrer l'implication (2)=>(3) supposons que o R o tfi^ 1 n'ait 
bonne réduction pour aucune application de Môbius 4>. Quitte à remplacer R par un itéré 
assez grand on se ramène au cas où pour tout 5 G J^ona deg^(5) < deg(-R) — 1, voir 
Lemme l2.12l Comme p R est une mesure supportée dans l'ensemble de Julia, on a 

log deg (R) = j logdeg R (S) dp R (S) < log(deg(iî) - 1) < logdeg(iî) , 
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et le Théorème iDl implique alors h PR (R) > 0. Pour montrer l'implication (3)=K4), 
notons d'abord que si R a bonne réduction, alors le point 5 can G ^-K associé à la boule 
unité est totalement invariant. On a donc i?*[5 can ] = deg(i?)[5 can ], et par définition 
de la mesure d'équilibre, on a p R := lim n ^ +00 deg(R)~ n R n *[S cain ] = [S can ]. Notons 
finalement que l'implication (4)=^(1) est immédiate. 

Comme l'implication (4)=>(5) est immédiate, pour compléter la preuve du théorème il 
suffit de montrer l'implication (5)=K3). Supposons qu'il existe S G tel que pr{S} > 
0. La Proposition ^. 3 l implique S G Hr-. On tire de l'équation d'invariance (13.21 ) que pour 
tout point S' dans la grande orbite 

Ç:= [J R- m (R n {S}) 

n>0,m>0 

de S, on a p R {S'} > 0. La masse de p R étant finie, quitte à remplacer S par un autre 
élément de Q, on peut supposer pn{S} > p R {S'} pour tout point S' G G- 
On a alors 

pr{s} = ^§ pr{R(S)} < PR {R(S)} < p R {S} , 

d'où p R (S) = p R (R(S)), deg R (S) = deg(R), et Rt^R^)) = {S}. Par le même 
argument p R (R n (S)) = Pr(S) pour tout n > 0. La masse de p R étant finie, on en déduit 
que la grande orbite G est finie. La Proposition 12. 1 1 1 montre alors que R est conjuguée à 
une fraction rationnelle ayant bonne réduction. □ 



5. Exemples 

Nous donnons dans cette section quelques exemples significatifs afin d'éclairer les 
différences entre les contextes complexe et non archimédien. 

5.1. Exemples de Lattès. Les exemples que nous allons décrire s'inspirent directe- 
ment de leurs analogues complexes (voir |Mi2] pour une discussion détaillée dans ce 
cadre). Afin de simplifier la discussion nous supposerons que la caractéristique de K est 
différente de 2 bien que ce ne soit pas strictement nécessaire. Rappelons de plus que K 
est toujours supposé algébriquement clos et complet. 

Soit q G K satisfaisant < \q\ < 1. Le quotient K* /q z du groupe multiplicatif K* 
est une courbe elliptique E q dont le j-invariant vérifie \ j{E q )\ > 1. Réciproquement, 
toute courbe elliptique dont le j-invariant est de module strictement plus grand que 1 
peut être obtenue ainsi, voir BSilll II, §6, Theorem 6.1] ou [Roq, §6]. Pour chaque entier 
m G Z, l'endomorphisme z z m sur K* passe au quotient et induit l'endomorphisme 
[m] de multiplication par m sur E q . 

Le quotient de E q par l'involution [—1] est isomorphe à PL. Par exemple si E q est 
donné par une équation de Weierstrass dans le plan y 2 = x 3 + a^x + ctg, alors [— 1] 
est le morphisme (x, y) — » (x, —y) et l'isomorphisme E q /[—l] — > est induit par la 
projection (x,y) h-> x. Comme [m] commute avec [—1], l'endomorphisme [m] définit 
une fraction rationnelle L mA sur P^ de type Lattès, voir Remarque 15.21 

Pour tout t réel, notons S(t) le point de Mk associé à la boule de centre et de rayon 
exp(i). 
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Proposition 5.1. La fraction rationnelle L m ^ q est de degré m 2 et son ensemble de Julia 
Jm,q est un segment fermé inclus dans Mk et non réduit à un point. De plus, si pour tout 
i = 0,...,2m-lette [-^log \q\, log \q\] on pose 



L(t) 



mt + i log \q\ si i est pair 



mt — 2±- log \ q\ si i est impair 



2 

dans des coordonnées convenables, on a 

J m , q = {S(t),t G [0,-2- 1 log|g|]} 

et L mtq o S = S o L sur [0, — 2" 1 log |ç|]. En particulier, h top (L m> q) = log m. 

Remarque 5.2. Une fraction rationnelle R G K(z) est dite de Lattès s'il existe une 
courbe elliptique E, un endomorphisme g : E — > E et un morphisme fini tt : E —> F K 
tel que R o tt = tt o g. Lorsque < 1, alors R est conjuguée à une fraction 

rationnelle ayant bonne réduction. Sur une courbe pour laquelle End(E) ç£ Z, on peut 
aussi prendre pour g un endomorphisme de degré plus grand ou égal à 2 qui n'est pas la 
multiplication par un entier. Dans ce cas l'invariant j(E) est un entier algébrique [Roq, 
§6] et par conséquent les exemples obtenus ont bonne réduction. 

Remarque 5.3. Dans le cas complexe, une application de Lattès est caractérisée par le 
fait que sa mesure d'équilibre est absolument continue par rapport à la mesure de Le- 
besgue, voir llZl|May[ et aussi BBDII pour une généralisation aux dimensions supérieures. 
Ce type de résultat n'est pas transposable tel quel dans le cadre non archimédien. En 
effet une petite perturbation de L m ^ q ne change pas l'action sur un compact fixé de 
(Hjf, dii K ), et par suite toute fraction de degré m? suffisament proche de L m ^ q possède 
le même ensemble de Julia et la même action sur cet ensemble. 

Remarque 5.4. La loi d'addition sur une courbe elliptique est explicite. On peut ainsi 
obtenir facilement une formule pour les fractions L m A avec m petit. On trouve par 

exemple L2, g (T) = 4 t(T-i )(t ^X)' P our un ^ G C \ {0, 1} dépendant de q. Nous ren- 
voyons par exemple à IIMill §5]. 

Démonstration de la Proposition 15.71 Notons A* = \ {0, oo}. C'est aussi l'espace 
analytique de Berkovich associé au groupe multiplicatif K*. Notons C C A* le segment 
ouvert joignant à oo dans P X K . Soit G le sous-groupe d'automorphismes de A* engendré 
par les morphismes z \— > qz et z ^ z~ x . Le quotient A* /G est isomorphe à P^. Par 
ailleurs, G préserve C, et le quotient topologique de C par G est un segment J C Mk. On 
remarque maintenant que C est totalement invariant par le morphisme z ^ z' m , donc J 
est aussi totalement invariant par L m j9 . Il est facile de voir que J ne contient pas de sous- 
ensemble compact strict totalement invariant, donc J est l'ensemble de Julia de L m ^ q par 
la Proposition 12.91 La formule explicite de l'action de L m q sur son ensemble de Julia 
résulte de l'action de z ^ z m sur C par passage au quotient. □ 



5.2. La mesure d'équilibre n'est pas d'entropie maximale. Dans cette section on 
donne quelques exemples robustes de fractions rationnelles dont la mesure d'équilibre 
n'est pas d'entropie maximale. 
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Étant donné un segment / de % et une partie D de /, on dira qu'une applica- 
tion continue T : D — > / est affine par morceaux s'il existe k > 1 et des seg- 
ments fermés I\, . . . , de Mr, dont la réunion est égale à D, et tels que pour chaque 
j = l,...,k l'application T : Ij —> I soit affine par rapport à la distance de K - Si de 
plus D C /, k > 2, et pour chaque j = 1, . . . , k l'application T : Ij — > I est bijec- 
tive, alors on dira que T est Bernoulli (voir Figure ISl2l pour un exemple). Dans ce cas 
l'entier k et les segments I\, . . . , Jj. sont uniquement déterminés par T. On appelle /c le 
degré topologique de T. 

Soit T : D — > / une application affine par morceaux et Bernoulli, k un entier 
et Ii, . . . , Ijç comme ci-dessus. L'ensemble invariant maximal de T, que l'on noter 

J T := H T- n (I), 

n>0 

est alors l'unique partie compacte de / complètement invariante par T. Notons de plus 
que l'entropie topologique de T\j T est égale à logA;, et que les segments Ii,...,I). 
forment une partition génératrice finid3 pour T. Par conséquent la formule de Rokhlin 
s'applique, et donne que pour toute mesure p invariante par T, on a 



h p (T\j T ) = J Jacp dp . 

Nous renvoyons à nouveau à BPUl §1.9] ou (H §10] pour plus de précisions. 

Lemme 5.5. Soit R une fraction rationnelle à coefficients dans K. Supposons qu 'il 
existe un segment I de Mk et une partie D de I telle que R : D — > / soit une ap- 
plication affine par morceaux et Bernoulli. Supposons de plus que, si l'on note par k 
le degré topologique de cette application, alors les pentes correspondantes di , . . . , 
satisfont Y2j=i dj = deg(iî). Alors l'ensemble de Julia de R est égal à l'ensemble 
invariant maximal de R : D — » /, l'entropie topologique de R est égale à log k, et on a 

avec égalité si et seulement si d\ = ■ ■ ■ = dk- 

La démonstration de ce lemme est ci-dessous. Étant donné un entier d > 5 et a G K 
satisfaisant \a\ G (0, 1), soit Rq(z) = f^T^p ■ Montrons l'inégalité (Il -3b - Soit S{t) le 

point dans H/c associé à la boule {z G , log \z\ < t}. On vérifie alors que pour 
chaque t G M on a 

'S((d-2)t) si t < — log |a| ; 

S(— dlog \a\ — 2t) si t > — log \a\ . 

Si l'on pose I := {S{t), te [0, -f log |o|]}, et, 



R (S(t)) 



Il :={S(t), te [O.-âpzay log \a\}} , h ■= {S(t), t G [-| log \a\, -f log \a\}} , 



^i.e. Pour chaque suite {er (j)}j>i d'éléments de {1, . . . , k} l'ensemble Hj>o ^I"(j) est réduit à un 
point 
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alors les applications Rq : I\ — ► I et Rq : I2 — > I sont bijectives et affines de pente d — 2 
et 2, respectivement. L'application Rq : I\ U I2 — ► I est donc affine par morceaux et 
Bernoulli, et le lemme implique alors (11.31) . Notons de plus que, comme l'ensemble I\ U 
I2 est borné dans Mk par rapport à la métrique du K , il existe un voisinage Ud de Rq dans 
l'espace des fractions rationnelles de degré d, tel que toute R G Ud coïncide avec Rq 
sur Ii U I2. Le lemme s'applique alors à chaque élément R de Ud, et on obtient (11.31) 
lorsqu'on remplace Rq par R. 

Plus généralement, soient k > 2 et d\ , . . . , > 1 des entiers, et soient 02 3 • • • , ajfc £ 
K* tels que |ofe| > • • • > |<X2 1 > 0. On pose 8\ = du t^+i = +00 G R, et pour 
chaque j G {2, . . . , k}, ôj = dj + et i 3 - = — ln \dj\. Finalement, on désigne 
par T : R — > M l'unique application continue égale ht 1— > dit sur (—00, £2), et pour 
chaque j G {2, . . . , k}, affine de pente (— îydj sur [tj, tj+i]- Alors on vérifie que la 
fraction rationnelle 

R{z):=z d ^\{(l + {a ] z) ô ^ 1)3 , (5.1) 
3=2 

est de degré Sj=i et 1 ue P our tout t G K on a R(S(t)) = S(T(t)). Il est alors 
facile de voir que lorsque Y^j=i dj 1 < 1> on peut choisir 02, . . . 3 Qjfc de telle sorte qu'il 
existe un intervalle compact J de R, pour lequel l'application R : {<S(£), T(t) G J} — > 
t G J} soit Bernoulli de degré k, avec pentes d\,...,dk- Le lemme implique 
alors que l'ensemble de Julia de R est égal à l'image par l'application S : M — > (0, 00) c 
de l'ensemble invariant maximal de T dans J. Notons en particulier que l'ensemble 
de Julia de R est contenu dans un segment compact de %, et qu'il est un segment 
(resp. un ensemble de Cantor) lorsque Y^j=i dj 1 = 1 (resp. ^4=1 ^J 1 < !)• Notons 
d'autre part, que lorsque les entiers d\, . . . ,dj. ne sont pas tous égaux, le degré de la 
fraction rationnelle (15.11 ) est au moins 5. Si de plus l'ensemble de Julia de cette fraction 
rationnelle est un intervalle, c'est-à-dire lorsque Ylj=i dj 1 = 1. alors le degré est au 
moins égal à 10. 

Concrètement, notons que la fraction rationnelle Rq définie ci-dessus, est de de- 
gré d > 5, et qu'elle est donnée par (15.11) lorsque k = 2, d\ = d — 2, c?2 = 2 et 
02 = a. D'autre part, si k = 3, d\ = 2, efo = 4, cfô = 4 et 02,03 G K vérifient 
< |«2 1 = 1 03 1 2//3 < 1, alors la fraction rationnelle 

a lW = ^l±|5^, (5.2) 

1 + (a 2 z) b 

est de degré 10, et si l'on note I := {<S(£), t G [0, — 2 log |a2|]}, alors l'applica- 
tion R : I — > I est affine par morceaux, Bernoulli, et le lemme implique que Jr 1 = I 
et h PRi (Ri) < h top (Ri) (voir Figure EU). 

Question 3. Les exemples précédents motivent les questions suivantes. Existe-t-il un 
polynôme (resp. une fraction rationnelle de degré au plus 4, ou une fraction rationnelle 
de degré au plus 9 et d'ensemble de Julia connexe) dont la mesure d'équilibre ne soit pas 
d'entropie maximale ? 



Démonstration du Lemme \53\ On peut supposer que k > 2. Sinon J est réduit à un 
point et R a bonne réduction dans une coordonnée adéquate. Soient I\, . . . , I}. les seg- 
ments dans / tels que pour chaque j = 1, . . . , k l'application R : Ij —> I soit bijective 
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h 1/2 I 2 3/4 J 3 1 



FlG. 2. Action de R\ avec |<X2 1 = I «3 1 2//3 = e 2 

et affine de pente dj. Alors le degré local de R en tout point dans l'intérieur de Ij est 
au moins dj. Comme par hypothèse on a Y2j=i 4? = deg(R), on en déduit que pour 
chaque j = 1, . . . , k le degré local de R en chaque point de l'intérieur de Ij est égal 
à dj, et que la préimage par R de l'intérieur de / est contenue dans /. Comme R est 
continue, on a C I. La Proposition 12.91 implique alors que l'ensemble de Julia 

de R est contenu dans l'ensemble invariant maximal Jr\ d de R : D — > I. Comme ce 
dernier ensemble est le plus petit sous-ensemble compact de / complètement invariant 
par R\d, on a Jr = Jr\ d ■ Par le Théorème on a donc 

ft-top (R) = h t0 p {R\j r ) = hop (R\j R \ d ) = logfc . 

Comme le degré local de R est constant égal à dj sur l'intérieur de Ij, la partie 2 du 
Lemme l4~4l implique que le Jacobien Jac PR de la mesure pr est égal à deg(R)/dj sur 
un sous-ensemble de mesure pleine de Ij. On a alors pn(Ij) = dj/ deg(iî), et par la 
formule de Rokhlin, 

/ d ( d ' \ 

L'inégalité et la dernière assertion du lemme sont alors des conséquences de la convexité 
stricte de la fonction x i— > — x log x. □ 

5.3. Deux exemples de polynômes en caractéristique mixte. Nous donnons enfin 
deux exemples de polynômes sur C p le complété de la clôture algébrique du corps Q p 
muni de la norme p-adique. La particularité de ce corps est le fait que sa caractéristique 
est nulle, tandis que sa caractéristique résiduelle est égale à p > 1. Rappelons que 
désigne l'ensemble des points non singuliers de Wk, c'est-à-dire l'union des points ra- 
tionnels et irrationnels. 

Le premier exemple est extrait de IIR21 Exemple 6.3]. 

Proposition 5.6. Soit P{z) = p~ l (z p — z p2 ). Alors l'ensemble de Julia de P est inclus 
dans le sous-ensemble {diam = p -1 /^ -1 )} c Mk- De plus, il existe une application 
continue ir : Jp — * {1, • • • conjuguant P\j P au décalage. La mesure d'équilibre 
est l'unique mesure d'entropie maximale, d'entropie égale à \ogp. Les points de H^fi Jp 
sont tous prépériodiques, et les points périodiques sont tous répulsifs. En particulier, 
presque tout point pour la mesure d'équilibre appartient à Mk \ H^. 
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Une légère modification du polynôme précédent permet d'obtenir le résultat suivant. 

Proposition 5.7. Soit Q(z) = p~ l (z p — z p2 ) + pz p2+1 . Alors la restriction Q\j Q n'est 
pas localement injective (pour la topologie induite par la métrique d p i ) sur un ensemble 
non dénombrable. 

Démonstration de la Proposition 15.61 On montre que \P(z + w) — P(w)\ = p\z\ p pour 
tout < \z\ < 1 et tout \w\ < 1. En particulier la préimage de toute boule 

fermée B C {\z\ < 1} et de diamètre au moins p-VO* -1 ) est une réunion de p boules 
fermées disjointes E>i avec diam(i3j) = (p -1 diam(-B)) 1 / p > p~V(p -1 ), et P : Bi — > B 
est de degré p. 

En particulier, posons < 1} = B[ U • • • U B' p , et notons B'^ ... i la com- 

posante de P~ n {|z| < 1} telle que pi(B' ix ... C B[, pour tout j. Cette composante 

est une boule fermée de rayon p~( 1_ ï> k )/(p~ 1 ) > p- 1 /(p- 1 )^ e t pour toute suite infi- 
nie a = {ik} G {1, • • ■ ,p} N , la suite B[ x ... • est décroissante avec k. Les normes 
<%!,... jïj, G associées sont donc décroissantes, et convergent vers un point S a de 
M K n J P tel que diam(S a ) = p-V(p-i). 

Tout point hors de {\z\ > 1} est attiré par l'infini, donc on a l'inclusion Jp C Kp := 
C\n>o P~ n {\ z \ < 1}- Il vérifie de plus que Jp est égal au bord de Kp. L'application 
7r : Jp — > {1, • • • ,p} N définie en envoyant 5 sur la suite (ik) telle que P n (S) £ B^ 
pour tout n > est alors continue et son inverse est donnée par a — ► <S a . On conclut 
donc que P est conjugué au décalage par tt. 

Calculons maintenant l'image de la mesure d'équilibre par 7T*. On vérifie par ré- 
currence que p~ 2n p n * [5 can ] = ■■■ i n )P~ U [^h,— ,iri\ P our tout en ti er n - Comme 
p~ 2n P n *[S CS(a ] — > pp, on voit donc que 7r*pp s'identifie à la mesure équilibrée sur 
l'espace des suites de symboles {1, • • • ,p} N - 

Enfin on montre que S a G si et seulement si a est prépériodique pour le décalage. 
Cette assertion est démontrée précisément dans BR2[ Exemple 6.3]. Le fait que les points 
périodiques sont répulsifs résulte de A C {degp = p}. □ 

Démonstration de la Proposition 15.71 Notons que Q = P+pz p2 . On vérifie tout d'abord 
que P = Q sur l'ensemble A := {\S\ < 1} n {diam = p -1 /^ -1 )}. On a vu sur 
l'exemple précédent que Jp C A, et que les points répulsifs étaient denses dans Jp. On 
en déduit que donc Jp C Jq. Dans la suite, on notera E& = ' pour K = C p . 

Lemme 5.8. Pour tout Sq G Jp, et tout e > 0, il existe un S G Jq H HÇ tel que 

d MK (S,S ) <£etdi&m(S) < p-V(p-l). 

Prenons Sq dans Jq et 5q une préimage de Sq par Q contenue dans {|<S| = 1}. 
Nous allons montrer que pour tout e > 0, la restriction de Q à la boule de centre Sq et 
de diamètre e (pour la métrique de^ ) n'est pas injective. Pour cela, on utilise le lemme 
précédent et on prend 5i G Jp nHÇ tel que du K (Si, <S ) < e, et diam(<Si) < p-Vfr-l). 
Un tel point admet une préimage S[ dont la distance à Sq est < p x e. Il est facile de 
voir que Q envoie toute boule centrée en un point \z\ = 1 et de diamètre sur 
une boule de diamètre p -1 /^ -1 ). On en déduit l'existence d'un point S' 2 G]5q,5[] de 
diamètre égal à p -1 /^ -1 ). Notons que degp (S) = 1 dès que diam(5) < p -1 /^ -1 ). 
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M < i l*l = i 



FlG. 3. Positions des points Si et 5- 

Comme Q = P dans un voisinage (pour la métrique du K ) de A, la boule ouverte B\ 
associée à S 2 et contenant S\ admet p préimages B[ dont les adhérences contiennent 
S' 2 (voir Figure I53T ). La restriction de P à chacune des B[ est injective et on en déduit 
donc que S\ admet une préimage par Q dans chaque Bï. Chacune de ces préimages est 
à de K -distance au plus e de S' 2 donc au plus (p + l)e de S*. Nous avons donc montré 
que Q n'est injective sur aucune boule pour de K centrée en 5g. 

On en déduit que Q ne peut être localement injective en toute préimage de Jp par Q 
contenue dans {\S\ = 1}. L'ensemble Jp étant de type de Cantor, on en déduit la non 
locale injectivité de Q sur un ensemble non dénombrable. □ 

Démonstration du Lemme Ï5JÏ\ On traite tout d'abord le cas du point de HÇ associé à la 
boule centrée en et de diamètre p -1 /^" 1 ). 

On remarque tout d'abord l'existence d'un point fixe zq de module p 2 . Pour voir cela, 
on applique URobl Theorem 1, p. 307] en notant que pour \z\ = p 2 , on a \p~ x z v \ = 
\pz p +1 | > max{|p _1 z p |, \z\}. Un calcul montre que |Q'(.z)| = \pz p \ > 1 pour \z\ = 
p 2 , donc zq est répulsif. En particulier il appartient à Jq. On remarque maintenant que 
Q 2 {|z| < 1} = Q{\z\ < p} = {\z\ < pP On peut donc trouver une préimage de zq 
par Q 2 dans {\z\ < 1} : on la note z\. 

Soit B' une boule fermée contenant zq de rayon e arbitrairement petit. Pour N assez 
grand, Q N (B') contient Jq car zq G Jq, donc il existe une boule fermée B de rayon 
< e dont l'image par Q N est la boule de rayon p -1 / (p^ 1 *) . Le point de associé à B est 
donc dans Jq, et la préimage de B par Q 2 est une boule fermée Bq de rayon comparable 
à e dont le point de associé est aussi dans Jq. Quitte à prendre e assez petit, on peut 
donc s'arranger pour que Bq soit de diamètre < et incluse dans {\z\ < 1}. Soit 

B n = B(z n , r n ) une suite de boules de telle sorte que Q{B n+ \) = B n et B n C {\z\ < 
1}. Par récurrence, on montre que diam(£? n+ i) = (diam(7J n )/p) 1 / p < donc 
diam(i? ra ) — > De plus pour tout point \z\ < 1, ona|Q(;z)| = p\z\ p , donc les 

centres de B n vérifient aussi \z n \ — * p^/O- 1 ). Si S n est le point de HÇ associé à B n , 
ces estimations impliquent dn x (5 n ,5*) — ► 0, ce qui nous permet de conclure dans le 
cas Sç, = 5* . 

Soit maintenant Sq un point arbitraire de Jp, et e > 0. L'ensemble U e = Jp n 
{dH p (5o, •) < e} définit un voisinage ouvert de Sq dans Jp. On a vu que P restreint 




\z\<l 1*1 = 1 



FlG. 4. Preuve du Lemme |5T8l 

à cet ensemble était conjugué au décalage, donc il existe un entier N ^> 1 tel que 
P N (U £ ) D Jp. Comme P = Q sur Jp et que Q est ouverte pour dH p , on conclut que 
Q N {d-a (-,Sq) < s} contient un voisinage de 5* (toujours pour la métrique du ). On 
peut donc trouver un point 5' G Jq dans ce voisinage de diamètre < p -1 /^- 1 ) § a 
préimage 5 dans {de p (-,5o) < e} est de diamètre < p -1 /^- 1 ) et appartient à l'en- 
semble de Julia de Q car cet ensemble est totalement invariant. On a donc trouvé un 
point S G J Q tel que d Hp (5, S ) < e et diam(S) < p-VCp-i). n 
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